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0. Problemstellung und Ergebnisse

Kollinearititsaussagen wie der Satz von Pascal iiber die Pascal-
Geraden [1, S. 208], der Satz von Wallace iiber die Wallace-Geraden
[1, S. 154 f.] und der Satz von Euler iiber die Euler-Gerade eines
Dreiecks [1, S. 148] zahlen zum klassischen Bestand der Elemen-
targeometrie. Eine weitere Kollinearititsaussage ergab sich in [2] als
Losung des folgenden Kollinearitdtsproblems:

In der reellen projektiven Ebene seien Py, Py, P, drei linear
unabhingige Punkte (Grundpunkte) und go, g1, g» drei paarweise
verschiedene Geraden (Leitgeraden). Die Projektionen der Grund-
punkte P; (i=0,1,2) aus einem laufenden Punkt P auf die
Leitgeraden g; seien die Punkte S; := g; N PP;. Gesucht sind alle
Punkte P mit kollinearen Schnittpunkten S;. Als Ort der Punkte P
stellte sich in [2] eine Kubik (Kurve 3. Ordnung) ein.

Wir studieren nun eine Erweiterung dieses Kollinearitétsproblems
(Abb. 1): Wir ersetzen die Leitgeraden g; durch drei paarweise
verschiedene, nichtentartete Kegelschnitte (Leitkegelschnitte) k;,
betrachten zu einem laufenden Punkt P erneut die drei Geraden PP;
und sodann jeweils ihren Pol (k;-Pol)S; (i =0,1,2) beziiglich des
Leitkegelschnitts k;. Gesucht seien alle Punkte P mit kollinearen k;-
Polen §;. Ist die Kollinearitdtsbedingung nicht identisch erfiillt, dann
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stellt sich als Ort der Punkte P erneut eine (die Grundpunkte P;
durchlaufende) Kubik k ein. Unser weiteres Interesse gilt moglichst
elementaren Kollinearititsaussagen, die unter das erweiterte Kollineari-
titsproblem fallen. Wir geben dafiir drei Beispiele, in denen wir als
Leitkegelschnitte Kreise wihlen. Im ersten Beispiel sind die Seiten des
Grundpunktedreiecks PoPiP, Durchmesser der Leitkreise. Die aus
drei Asten bestehende Kubik &k durchliuft dann die Ecken, den Schwer-
punkt und den Hohenschnittpunkt des Dreiecks PoPP, (Abb. 2). Im
zweiten und dritten Beispiel werden die Grundpunkte P; und Leitkreise
k; derart gewihlt, dass die Kubik k zerfillt (Abb. 3 und 5).

1. Projektive Behandlung des Problems

Die linear unabhingigen Grundpunkte P; (i =0,1,2) seien die
Grundpunkte eines projektiven (xo,x1,x;)-Koordinatensystems; ihre
Koordinaten seien

Py = (1,0,0), Py =(0,1,0), P, =(0,0,1). (1)
Die Gleichungen der Leitkegelschnitte k; seien
ko: ax% + bx% + cx% + 2dxox; + 2ex1xp + 2fxx9 = 0,
ki axé + ﬂx% + wc% + 20x0x1 + 2ex1X2 + 2¢0x0x9 = 0,
ky: Axé + Bxf + Cx% + 2Dxoxy + 2Ex1x3 + 2Fxx0 = 0. (2)
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Da jeder Leitkegelschnitt k; fiinf wesentliche Koeffizienten besitzt,
hingt das erweiterte Kollinearititsproblem nach (2) von 15 wesent-
lichen Parametern ab. Berechnet man zu einem laufenden Punkt
P = (&,&1,&) die Koordinaten (s, So1,S02) des ko-Pols Sy der
Geraden PPy, so erhilt man

dosoo = (bf — de)&i + (ef — cd)&a,

dosor = (ae — df)& + (ac — )&,

dosoy = (d* — ab)é; + (ae — df)&, (3)

a d f
dy:=1|d b e|l#0.!
f e ¢

Fiir die Koordinaten (sy9, s11,512) des k;-Pols S; und die Koordinaten
(520, 521, 522) des ky-Pols S, findet man aus (2) analoge Linearformen
in den Koordinaten &;. Die k;-Pole S; (i = 0,1,2) sind genau dann
kollinear, wenn gilt:

det(sio s Si2)
(bf —de)é + (ef —cd)éa  (ae —df)&i + (ac — f2)&
=| (e=PBp)bo+ (€ =& (8p — ag)éo + (76 — ep)é
(CD — EF)& + (BC — E*)§; (F? —AC)é — (CD — EF )¢,
(® — ab)éy — (ae — df)
(af = 8)& — (8¢ — Bp)&
(AE — DF)¢ — (DE — BF)&,
=0. (4)
Man entnimmt aus (4) den folgenden Satz 1.

Satz 1 (Abb. 1). Die ki-Pole S; der Geraden PP; beziiglich des
Kegelschnitts k; (i = 0, 1,2) sind — wenn (4) nicht identisch erfiillt ist —
genau dann kollinear, wenn P ein Punkt der durch (4) gegebenen Kubik
k ist. Die Kubik k durchliuft die Grundpunkte Py, Py, P,. Die Kubik k
kann zerfallen und wird auch als Kollinearitdtskubik bezeichnet.

Bemerkungen: (1) Der k;-Pol §; der Geraden PP; durchliuft die
k;i-Polare p; des Grundpunkts P;, wenn P die Punkte der Ebene

"Mit dy # 0 ist ko ein nicht zerfallender (nicht entarteter) Kegelschnitt.
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durchlauft. Die drei k;-Polaren konnen zusammenfallen. In diesem
Fall sind die k;-Pole S; fiir alle Punkte P der Ebene kollinear; (4) stellt
dann keine Bedingung dar.

Wenn zwei der drei k;-Polaren p; zusammenfallen (etwa p; = p»),
dann liegen kollineare k;-Pole Sy, S1, S, stets auf p; = pp, und es
ist So = po N p1 = po N py. Die Punkte P mit kollinearen k;-Polen
So, S1, S sind dann die Punkte der Geraden PPy mit dem ky-Pol
So =poNp1 =poNpa.

Im allgemeinen Fall bilden die k;-Polaren p; (i =0,1,2) ein
Dreiseit pg p p» mit den Ecken (Abb. 1)

QO = p1 Nps, Ql = p2 M po, Q2 ‘= poMNpr. (5)

Das Dreiseit pg p1 p2 kann in drei (paarweise verschiedene) kopunk-
tale Geraden entarten.

(2) Nach Satz 1 liegen die Grundpunkte Py, P;, P, auf der
Kollinearitdtskubik k. Bilden die k;-Polaren p; ein nicht entartetes
Dreiseit mit den Ecken Qg, O, 0>, dann findet man wie folgt drei
weitere ausgezeichnete Punkte der Kubik k: Man fixiere zunéchst jene
Gerade hy durch Py, deren ky-Pol Sy = O, ist. Ebenso fixiere man jene
Gerade h; durch Py, deren k;-Pol §1 = Q, ist. Dann ist fiir 4y # hy der
Schnittpunkt /g N &; ein Punkt der Kubik & (denn wegen Sy = S| = O»
sind Sy, S1, S, kollinear). Fiir iy = h; liegt jeder Punkt der Geraden
hy = hy auf k; k zerfillt in Ay = h; und einen Kegelschnitt. Zwei weitere
ausgezeichnete Punkte der Kubik & findet man beziiglich Qg und Q.

(3) Die Grundpunkte Py, P;, P, wurden bisher linear unabhéngig
vorausgesetzt. Sind Py, Py, P, linear abhidngig und paarweise ver-
schieden, dann lédsst sich das erweiterte Kollinearitdtsproblem in
entsprechender Weise projektiv behandeln.

2. Beispiele

Wir diskutieren in diesem Abschnitt drei Beispiele des erweiterten
Kollinearitdtsproblems, die ein eigenes Interesse verdienen. Als
Leitkegelschnitte wahlen wir jeweils Kreise. Die auftretenden
Kollinearitdtskubiken lassen sich in einem (jedem Beispiel ange-
passten) kartesischen Koordinatensystem bequem berechnen.

2.1. Beispiel 1
Abb. 2 visualisiert den folgenden Satz 2.

Satz 2. Die Grundpunkte Py, Py, P, seien die Ecken eines nicht
rechtwinkligen Dreiecks. Die Leitkreise kg, ki, ky seien die Kreise
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Abb. 2

iiber den Seiten des Grundpunktedreiecks; k; (i =0,1,2) sei der
Kreis, der nicht durch P; geht. Dann geht die (nicht zerfallende)
Kollinearitdtskubik k durch

(1) die Grundpunkte Py, Py, P,

(2) den Schwerpunkt S des Dreiecks PyP;P,,

(3) den Hohenschnittpunkt H* des Dreiecks PyP P>,

(4) die Ecken Ty, Ty, T, des Dreiseits hg‘ hTh;k aus den k;-Polaren
h (i=0,1,2) von H*.
Aufserdem gilt:

(5) Die Ecke T; liegt auf der Hohe H* P; des Dreiecks PyPP>.

(6) Die Kollinearitditskubik k beriihrt die Seitenhalbierende P;M;

des Dreiecks Py P1 Py in P;; M; ist die Mitte der Gegenseite von P;.
(7) Die ki-Polaren p; (siehe Abb. 1 und 2) sind kopunktal in H*.
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Beweis. Zu (1): Nach Satz 1 durchliuft die Kollinearitdtskubik &k die
Grundpunkte Py, Py, P;.

Zu (2): Der k;-Pol der Seitenhalbierenden SP; (i =0,1,2) des
Dreiecks Py Py P, ist ein Fernpunkt F;. Die drei Fernpunkte F; sind
kollinear auf der Ferngeraden, folglich ist S ein Punkt der Kubik k.

Zu (3): Gibt man den Grundpunkten P; im (x, y)-Koordinatensys-
tem der Abb. 2 die Koordinaten

POZ(avo)a Py :(b70)7 PZZ(Oac)v (6)

so folgt H* = (0, —ab/c), und als Gleichung der Kollinearititskubik
k berechnet man

be(a—x)—(c*+2ab)y b*(a—x)+(2a—b)cy c(a—x)—(2a—b)y

ac(b—x)—(c*+2ab)y a*(b—x)+(2b—a)cy c(b—x)—(2b—a)y

dab(c—y)—2c(a+b)x (a—b)*x (a+b)(c—y)—2cx
=0. (7)

Die Koordinaten von H* erfiillen (7).

Zu (4): Der Punkt Ty = h’f N h’; ist ein Punkt der Kubik k, wenn
die drei k;-Pole der Geraden TyP; (i = 0, 1,2) kollinear sind. Wegen
Ty = hT N h;" ist H* der k;-Pol von TyP; und zugleich der k,-Pol von
ToP5. Damit sind die drei k;-Pole der Geraden T(P; kollinear. Ebenso
sind T} = h¥ Nhy und T, = h N kT Punkte der Kubik k.

Zu (5): Berechnet man die Koordinaten von 75, so folgt

abc %
T, = <0’62+2ab>€H P. (8)
Die zulassige zyklische Vertauschung 0 — 1 — 2 — 0 liefert
To GH*P(), T, GH*Pl.

Zu (6): Diese Eigenschaft ergibt sich mit Hilfe von (7).

Zu (7): Eine einfache Rechnung zeigt: Die Koordinaten von H*
erfiillen die Gleichung jeder k;-Polaren p; (i =0, 1,2).

In Abb. 2 schneiden je zwei Leitkreise einander in einer Ecke und dem
zugehorigen HohenfuBpunkt des Grundpunktedreiecks. Die k;-Polare
k" von H* und die Gerade H*M; sind in Abb. 2 (nach einer elementaren
Eigenschaft der Polarentheorie der Kreise) orthogonal. Abb. 2 zeigt
auBerdem die wegen H™ €k kollinearen k;-Pole S der Geraden
H*P; (i =0,1,2). Nach Satz 2 kennt man mit H*, P;, T; (i = 0,1,2)
die Schnittpunkte der Kollinearititskubik k mit jeder Hohe des
Grundpunktedreiecks; die Schnittpunkte von k mit den Seitenhalbie-
renden sind S; und P; (P; nach Satz 2, Aussage (6) zweifach zédhlend).
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2.2. Beispiel 2

Abb. 3 zeigt drei paarweise verschiedene Leitkreise k; (i =0, 1,2),
eine jeden Leitkreis schneidende Gerade r mit kollinearen k;-Polen T;
sowie drei paarweise verschiedene Grundpunkte P;€t¢; P; liegt im
Mittelpunkt der von ¢ aus k; ausgeschnittenen Sehne. Fiir jeden Punkt
P etist T; der k;-Pol der Geraden PP; = t. Die Gerade t ist daher ein
Teil der Kollinearititskubik k. Insgesamt zerfdlit k in die Gerade ¢ und
ein P;T;-paralleles (reelles, konjugiert komplexes oder zusammenfal-
lendes) Geradenpaar [;, . Fiir jeden Punkt P €/, U [, sind die k;-Pole
S; der Geraden PP; kollinear.

Abb. 3
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2.3. Beispiel 3

Abb. 4 zeigt drei konzentrische Leitkreise k; mit dem Mittelpunkt O
und drei linear unabhéngige Grundpunkte P; (i =0, 1,2). In diesem
Fall sind die Geraden PP; fiir jeden Fernpunkt P parallel. Ihre k;-Pole
S; sind folglich kollinear und zugleich kollinear mit O; die Geraden
PP; und OS; sind stets orthogonal. Die Kollinearitéitskubik k zerfdillt
daher in die Ferngerade und einen Kegelschnitt X' (der den Mittel-
punkt O und die Grundpunkte P; enthéilt).2

Bei geeigneter gegenseitiger Lage der Leitkreise k; und der
Grundpunkte P; stellt sich als Kegelschnitt k' ein Kreis ein. Man
findet dann unschwer den folgenden Satz 3 (Abb. 5), der sich unab-
hingig von dem bisher untersuchten Kollinearitdtsproblem for-
mulieren lasst:

vonP

kp-Polare //
//

Abb. 5

Satz 3. Seien k; (i = 0,1,2) konzentrische Kreise und k' ein Kreis
durch ihren Mittelpunkt O. Auf k' seien Py und P feste Punkte, P sei
ein laufender Punkt auf k'. Dann gibt es auf k' einen eindeutig
bestimmten Punkt P,, so dass fiir alle Punkte P € k' die k;-Pole S; der
Kreissehnen PP; kollinear sind.

2 Sind zwei Grundpunkte P; — etwa Py und P; — Kollinear mit O, dann zerfllt k¥’ in
die Gerade PyP; und eine Gerade durch P;.
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Ausgehend von einem beliebig gewihlten Punkt P € k' 14Bt sich der
Punkt P, €k’ in drei Schritten konstruieren (Abb. 5). Man bestimme
(1) zu PPy den ky-Pol Sy und zu PP; den k;-Pol Sy, (2) den
Schnittpunkt (=S,) der Geraden SyS; mit der k,-Polaren von P, (3)
die ky-Polare von S,; ihre Schnittpunkte mit " sind P und P,.
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