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Abstract
The  Lucas  polynomials  L,(x,y) => ,_, (” ; k) oy satisfy
L,(14+x,—x)=1+4x". A simple consequence is the identity <n ; l>+
(2:;) = Zj<i(_1)j(l ;J> = (nriij) for the binomial coefficients. In this
paper we show first that there exist coefficients c¢(i,j,s) such that

{n , l} + [;lf ” =0 c(i,j,q”)[nr 73]} holds for all integers n, i, r, if [ﬂ
denotes a g-binomial coefficient. These coefficients are used to define g-analogs of the
Lucas polynomials. Corresponding g-Fibonacci polynomials are also introduced. As
application recurrences for g-binomial sums are obtained.

Mathematics Subject Classifications: 05A10, 05A30, 11B37, 11B39, 11B65.
Keywords: g-Analog, Lucas polynomial, Fibonacci polynomial, binomial coefficient,
binomial sum, difference operator, recurrence.

0. Einleitung

Die Lucas-Polynome

L) = 30 (" 1) e (1)

k<n
sind durch die Rekurrenz

Ln(x,y) = xLy—1(x,y) + yLn—2(x, y) (2)
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und die Anfangswerte
LO(xvy):27 Ll(x,y):x (3)
charakterisiert. Sie konnen auch durch die Formel von Binet
x+ /2 +4y\" (x— 2+ 4\
ey - (SVTERY (VTR

dargestellt werden. (vgl. z.B. [5], 5.75). Sie sind Polynome vom Grad
n in x. Ersetzt man x durch 1 4 x und y durch —x in (4) so ergibt sich

Ly(1 +x,—x) = 1 + ", (5)

Analog sind die Fibonacci-Polynome
_ n—1—k\ 12k
k<(n—1)/2

durch dieselbe Rekurrenz und die Anfangswerte
FO(X,y):O, Fl(x7y):1 (7)
charakterisiert.
Fiir sie ergibt die Formel von Binet

(er\/M)n B (H\/M)"

2 2

N ' o

Sie sind Polynome vom Grad n — 1 in x. Ersetzt man x durch 1 4 x
und y durch —x in (8) so ergibt sich

n

F,(1+ x,—x) :);

Fu(x,y) =

~1
1:1+x+---+x"*1

und daher auch
xX'—1 -1
—x

x—1 x—1
Betrachtet man den Vektorraum aller Funktionen f auf den
natiirlichen Zahlen und definiert man den Verschiebungsoperator
E und den Differenzenoperator A =FE — 1 wie iiblich durch
Ef(n) =f(n+1) und Af(n) =f(n+1)—f(n), dann gilt also
L(E,—A) =1+ A" und F(E,—A)=1+A+---+ A" sowie
Fi(E,—A) — AF;_;(E,—A) = I, wenn I die Identitit bedeutet. Fiir

f(n) = (’Z) mit r € N reduzieren sich diese Formeln auf

()4 (2 e

=1.

Fo(1+x,—x) —xF,_1(1 +x,—x) =
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oder anders ausgedriickt auf

()G g () o

() 5)

Aus F;(E,—A) — AF;_1(E,—A) =1 ergibt sich die konkrete

I~

Darstellung  von (n) als Linearkombination der Polynome
(n T _]>, 0 <j < i, namlich

T4

() =2 (L)
B %(_l)j<i—j.—l><n+i—2j—l>' )

J r—j—1

I

Unser Ziel besteht darin, solche g-Analoga der Lucas- und Fibonacci-
Polynome zu finden, die auch g-Analoga der obigen Formeln liefern.
Wir betrachten dabei g wahlweise als eine Unbestimmte bzw als
komplexe Zahl.

Es zeigt sich, dass man dabei im Fall der Lucas-Polynome als
g-Analogon der Binomialkoeffizienten die q-Binomialkoeffi-

zienten [n} und im anderen Fall die modifizierten g-Binomial-

koeffizienten q@ [ﬂ wihlen muss.

1. gq-Lucas- und g-Fibonacci-Polynome

Satz 1. Es gibt Koeffizienten c(i,j,q"), die unabhdngig von r sind, so
dass gilt

Lo P s

Wir zeigen zuerst, dass die Formel fiir i = 1 gilt.
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In diesem Fall verifiziert man mittels der Rekurrenzrelationen
fir die g-Binomialkoeffizienten (vgl. z.B. [1] oder [2]) die

Identitit
- o

Esist also ¢(1,0,¢") =1, ¢(1,1,¢") =1 —¢" ' =1 —47;.
Fiir i = 0 haben wir ¢(0,0,4") = 2.
Nun wenden wir Induktion an:

R

(P R

r—j
n—1-2j
+ .a.> : -
Setiia " 7]
n—2-2
_Zc(i_17]7qn2)|: J:
r—1—j
; n—2—1 (n—2j—1
e[ )
r—j r—1—j
n—2-—2j]
_Zc(i_lv.]aqn2>|: J:
r—1—j
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g n—2-21
- Z ’.]7 ) . -
r—1—j
n— 2]
=2, c(ij,q"")-

- (qn 2j+1 - 1)C(l7j - anfl)_
- C(l - 1’] - 17qn_2))'

.1 } nach Induktions-

Dabei haben wir fiir [n—2]j—1} + |:I’l—2]—

— r—1—j
voraussetzun j =1 n=27 a2
g (i=1) den Ausdruck r_j (q 1)
[n —%- 2} eingesetzt
r—1—j g ’
Somit ergibt sich schlieflich
C(l + lvjvqn) =
= (i, ") = (" = Deij— 1,4 ) -
- C(l - 17./ - quan)'

Ersetzen wir ¢" durch s, so erhalten wir fiir die Folge der
Koeffizienten c(i,j,s) = c¢(i,J, s, q)

N N S
Ci7j7s7q =c i_laja_7CI> _<—_1>C<1_17J_17_74>_
( ) ( q qv! q
_C<i_27j_17S2aQ> (13)
q

mit den Anfangswerten

C(O’ 07 S? q) — 2’ C(O7j7 S7 q) = 07 j> 0’
c(1,0,5,9) =1, c(l,1,s,9)=1—=>, ¢(1,j,5,q) =0, j>1,
q

s
C<2’07S7Q):1’ 6(2717S7q):_(q+1)?7

c(2,2,5,q) = <%—1> (%—1). (14)
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Bemerkung 1. Setzt man bei festem n und i in (12) r=0,1,... i,
dann erhdlt man i+ 1 Gleichungen fiir die Koeffizienten, die eine
eindeutige Losung besitzen, weil der Koeffizient von c(i,r,q") jeweils
1 ist. Damit erhdlt man eine weitere Methode, die Koeffizienten zu
berechnen. Man verifiziert damit sehr leicht, dass

c(i,0,8,q) =1, i>1,

C(ivlvqu):_ii]a lZZ,
q

c(i727s7 q) = q21+1 ) i Z 3’

. ils s s s8S an s .
c(l’3’s7q):_|:3:|EFF_’_FF[l][l_z]_qH’z[]’ l24,
gilt.

Man wird daher dazu gefiihrt, ¢(i,j, s, q) in der Form

k+1
J ( )—k(i+j)
(i.j.s.q) =D blij,k.q)g® 2 s*
k=0

zu schreiben. Dann ergibt sich aus (13) durch Koeffizientenvergleich

b(i,j, k,q) = b(i —1,j,k,q) —q"'b(i — 1,j — 1,k—1,q) +
+4'b(i—1,j—1,k,q) —¢'b(i —2,j — Lk,q)  (15)

mit den Anfangswerten

b(0,0,0,q9) =2,b(1,0,0,q9) = 1,b(1,1,0,9) = 1,b(1,1,1,q9) = —1.

Uberraschenderweise gibt es fiir die b(i,j, k, q) eine explizite Formel.
Computerexperimente lassen vermuten, dass fiir i >0

siigcka) = 0 [T T

und
bliy ik, q) = (—1)’([1’;}

gilt. Das ldsst sich aber mit Induktion leicht verifizieren.
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Wir kdnnen nun eine Klasse von g-Lucas Polynomen, die noch von
einem zusitzlichen Parameter s abhingen, definieren durch

n

Ly(x,y,s) = > _(=1Ye(n,j,5,q)x" Y. (16)

J=0

Dann ist L, (x,y, s) ein Polynom in x und x~! vom Grad n und erfiillt
die Rekursion

y s sy s
Ln(xay’s) = ( _)_C>Ln1 (%%5) +%Ln71 <6Ixa)’>5>+

s
+yLn*2 <-x7y7?> (17)
bzw
) s s
L ()C Y, ) - (-x—X>Ln1 (%)’a‘) +_yLn71 (X, y27 )+
X q qx
s
+yLy—> (x7y>_2> (18)
q
mit den Anfangswerten
S Y
LO(-x7y7S):2u Ll(x,y,s):x—f— -—1]=. (19)
q X

Wir bezeichnen die L,(x,y,s) als allgemeine q-Lucas-Polynome.
Fiir s = g = 1 reduziert sich das auf die Rekursion der klassischen
Lucas Polynome L,(x,y) =xL,_1(x,y) + yL,—>(x,y) mit den
Anfangswerten Lo(x,y) = 2, L (x,y) = x.

Fir g=1 und beliebiges s erhalten wir die Polynome
L,(x+ (s—1)%,y,s), aus welchen leicht ersichtlich ist, dass die
Koeffizienten c(i,j, s, 1) sich auch in der Form

(—1elij,s,1) =) ("_j]'fk) <J’:{C> Hﬁ(s -1

k

schreiben lassen.
Ein geeignetes q-Analogon ergibt sich durch den Ansatz

s
(- 1 (i,/,5,9) Zd i,j.k,q) <—— ) (W_])
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Dann ergibt sich durch Koeffizientenvergleich fiir die d(i,j, k) die
Rekursion

d(i,j,k,q) =d(i—1,j,k,q) —d(i—1,j — 1,k,q) +
+d(i—2,j—1,k,q)+
+q i —1,j— 1,k—1,q)+
+ 4 GG — 1,5 — 1,k q).

Beachtet man, dass d(i, ], k, g) nur dann von O verschieden sein kann,
wenn 0 < k <j <iist und dass die Anfangsbedingungen durch

d<070707Q):27 d(1707076]):17 d(171707Q):07 d(171717q):17
d(zyoaoaQ)zla d(2’1707Q):d(271713q):1+Qa
d(2,2,0,q)=d(2,2,1,9) =0, d(2,2,2,q) =1

gegeben sind, so verifiziert man leicht, dass fiir 0 < k <j < i wieder
ein explizites g-Analogon gilt, ndmlich

sss=[ 4[] g )
Setzen wir

Lucn(x, y) = Ln(x) Y, qn)7 (20)
so erhalten wir die speziellen q-Lucas-Polynome mit der Rekurrenz

Luc,(x,y) = ( - §>Lucn-1 (x,) + )y—CLucn—l (gx,y)+

+ yLuc, > (x7 y)

mit den Anfangswerten Lucy(x,y) = 2, Luc(x,y) = x. Beachtet man,
dass der g-Differentiationsoperator D durch Df(x) :% gege-

ben ist, so schreibt sich die Rekursion fiir die speziellen g-
Lucaspolynome in der Form

Luc,(x,y) = (xLuc,—1(x,y) + (g — 1)yD)Luc,—(x,y) +

+ yLucy—2(x, y) (21)
mit den Anfangswerten
Luco(x,y) =2, Luci(x,y) = x. (22)

Daraus ist ersichtlich, dass diese Polynome tatsdchlich Polynome in x
sind vom Grad n.
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Man verifiziert leicht durch Koeffizientenvergleich, dass sich dabei
das genaue Analogon der klassischen Lucaspolynome

2 1 (2
Luc,(x,y) = I . [n;J}CI(z)x”_Q/Y/ (23)

ergibt.
Wir definieren ganz analog die allgemeinen q-Fibonacci-
Polynome durch eine analoge Rekursion

N N N
Fn(x7y7s) = < _)_))Fn—l <x,y,—) +%F’l—1 (qx7y>_> +
X q q X q

N
+yFn—2 <x7y7_2>
q

mit den Anfangswerten Fy(x,y,s) =0, Fi(x,y,s) = 1.
Wir schreiben wieder

(n—1)/2 ' N
Fn(X,yas) = Z a(n’jasacI)(_l)/xnilizjy]'
=0

Dann ergibt sich

J k( +‘)+<k+ 1)
. n—j+k—1 jo| T
a(”v]as7Q) = Z |: / k :| |:.]]€:|q 2 (_S)ka

k=0

wobei a(n,n,s,q) = 0 sein soll.
Eine andere Darstellung ist wieder gegeben durch

aln.jis.q) = (—U’é | e &
U—k+1)hl

*q 2 H<qns+i_1>'

i=0

Weiters definieren wir die speziellen q-Fibonacci-Polynome durch
Fib,(x,y) = xFib,_(x,y) + (g — 1)yDFib,_1(x,y) +
+ YFiby(x,y) (24)
mit den Anfangswerten
Fiby(x,y) =0, Fiby(x,y) = 1. (25)
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Dann verifiziert man sofort, dass

H kit
Fibn(x,y)—Z[n_k_l]q( 2 >xn12kyk (26)

k
k=0

gilt.
Man beachte, dass das ein anderes g-Analogon der Fibonacci-
polynome ist als das in [4] betrachtete, fiir welches

y k
Fu(x,y) = % {” - I/i - 1]q2(2>xn—l—2kyk

k=0
gilt.
Aus (23) ergibt sich sofort, dass

DLucy(x,y) = [n]Fib, <x§> (27)

gilt. AuBerdem ist Luc,(x,y) = Fib,.1(x,y) + yFib,_1(x,y).
Man kann beide Polynome auf negative Indizes erweitern unter
Beibehaltung der Rekurrenz. Es ergibt sich

Fib,(x,
Fib_(x,y) = (_1)"*1M

yn
bzw

)i‘l Lucn ('x’ y)

Luc_,(x,y) = (—1
4 yﬂ

2. Verwandte Fragestellungen

Nun wollen wir Rekurrenzen fiir Summen der Gestalt

s.2) =3 | ol |2 (28)

kez 2

herleiten und damit eine Formel aus [3] verallgemeinern. Es gilt
R N
Setinae?| | = Zewrn] a )]
2

2
n—i n—i
= [ang(kﬂ)J] + |:Lni+;(kl)J:|
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und daher

n—i

Sea 0250 =ty [#43  etgn|4=

(
2

- (z+%> s(n—ii,2).

Das lésst sich auch folgendermallen formulieren:

Satz 2. Die Folge der Polynome s(n,i,z) € C(q)[x,x"| geniigt der
Rekursion

<LA1,—E_aq@——<z+~%>E‘>sUuL@::O. (29)

Bemerkung 2. Im Fall g =1 sind die Operatoren L;(1,—E~2,1)
unabhingig von n. Die s(n,i,z) geniigen also einer Differenzen-
gleichung mit konstanten Koeffizienten. Das ist im allgemeinen Fall
nicht mehr richtig.

Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass im Fall g =1 die
Ordnung des annihilierenden Operators i ist, wdihrend sie im
allgemeinen Fall 2i betrdgt.

Wir wollen nun eine andere Version unserer Resultate angeben.
Setzt man ¢" = x und ¢" = s, so ergibt sich nach leichter Rechnung

r—j m=0 \ g7 =0 xd
1o 1 1 fiir 0 <j < k.

I G

Daher ldsst sich Formel (12) auch in der folgenden Gestalt schreiben:

i—1 i—1 )
Sl M) e
i—1 qs + i—1 qs = Zc(l’]as7Q)S@j(-x, S) (30)
k=0 <?_1) k=0 (g-l) =0
[T (1) @)
2n—1 .
Hz:o (Q,Ll_l)

Bemerkung 3. Gleichung (30) kann fiir komplexes q als Funktion der
komplexen Variablen s interpretiert werden. Fiir m > i ist die linke
Seite im Punkt s = q" reguldr. Daher muss auch die rechte Seite
regulir sein. Das ist nur dann moéglich, wenn fiir 2j — 1 > i das
Polynom c(i,j, s, q) jedes q" miti < m < 2j — 1 als Nullstelle besitzt.

mit @, (x,s) =
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Anders ausgedriickt ~ bedeutet das, dass c(i,j,s,q) durch
122} (s — ™) teilbar ist.
Genauer gllt

2i-2j-1 .
.. . i .. S S . 1
C(l7l_Jas7CI):(_1)C<17J7ﬁ7q> H <_k_1>7O§JS§
k=i
Denn das ist gleichbedeutend mit

L -2 1D (ke
b(i,i—j,k,q) = Zb i.J,1,9) [ l]( 1)lgumn et

und das ist wieder dquivalent mit
Jtk—17[i—j @:fz i—j+1=17[j—1[i=2) JDED,
k k1l = [ I-1] k-1

Um diese Formel zu beweisen, gehen wir folgendermaf3en vor. Aus dem
g-Analogon der Formel von Saalschiitz (vgl. zB [1], p.524) folgt

2@3(61”,q””}q1k|q > _ @) (@7 )
s (0% @)1 (4775 )y

Die linke Seite bedeutet

1+i—j. 1—k

Z(ql’j;q)m_l(q D m1(g
— (¢%9) (T 59) 1 (45G) ey

Sie kann auch folgendermaBlen geschrieben werden:
—(k=1)(—1) k—1)'[1+i—2j —|—k]!.
=2 ]

Z ]—1 l—J+m—1 1—2_] (] m) (k—m)
— m—1 m k—m

Die rechte Seite schreiben wir in der Gestalt

{jJrk— 1] (K] [i—j] [L+i =2+ Kk =10 e
e ALk ] i
Vergleicht man die beiden Seiten, so ergibt sich die gewiinschte
Formel.

Die linke Seite von (30) ist eine Linearkombination von Termen
der Gestalt f,(x,s) = x" + (£)". Jeder solche Term hat ebenfalls eine
Entwicklung der angegebenen Form.

; Q)m—l qul .
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Satz 3. Es existieren eindeutig bestimmte Koeffizienten g(n,j,s,q),
sodass gilt

fn(xas) :zg(n,j,s,q)goj(x,s). (31)
=0
Beweis. Es ist

s
fn(x7 S) = <x +;>fn—l(xa S) - an—Z(x7 S)
mit den Anfangswerten fo(x,s) = 2,fi(x,s) = x +£.

Wir haben
fO(x, S) = 2900()(7 S)
und

ﬁ@»)=(&+denﬂ—%s—ﬂ<2—ﬂ>wdnﬂ-

Nun ist

N n S
- n\AX, = ™ 1 n\A, )
(x4 )etms) = 1 )
N N
~¢(5-1) (=)ot

Daraus ergibt sich mit Induktion sofort die Behauptung.
Fiir die Koeffizienten ergibt sich die Rekursion

. i S .
g(l’l,],S,Q) = q]<ﬁ+ 1>g(l’l - 17J7S7q)_

. s s )
_C]] l<q2j_2 1)<q2j_]_1>g(n_la]_1asaq)_

- Sg(l’l - 27j>SaQ)‘

Bemerkung 4. Da die linke Seite von (31) ein Polynom in s ist, ergibt
sich wie in Bemerkung 3, dass g(n,j,s,q) fiir j>0 durch
ﬁfé( — g™) teilbar ist. Genauer kann man mit Induktion zeigen,

dass

2j-1
A
g(najv s, Q) = l(n?ngaQ) <_m - 1) ist, wobei
11 (

m=0

I(n,0,s,q) =1+4" undfu'rj>0

I(n.j,s,q) )JZ [ } [kjiil]q(é)‘f"sk

ist.
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Aus Satz 3 folgt, dass jedes Polynom £ (x) aus C[x, x| vom Grad n
mit f(x) = f(£) als Linearkombination der Polynome ¢;, 0 < j < n,
darstellbar ist.

So gibt es beispielsweise Koeffizienten h(i,m,j,s) mit

m—1 s — e
i (Tx_ 1) k 0 (T_ 1) max(i,m)
q + <S) q o (i

X 1/ <\ 1/ < N\ (l,m,j,S)SOj(x,S).
) W)
k=0 \ &F k=0 \ j

Bei festem m erfiillt h(i,m,j,s) dieselbe Rekursion wie g(i,j,s).
Beispielsweise ergeben sich fiir m = 2 nun die folgenden Anfangswerte:

1
h(07 Z,O,S) = 17 h(oa 27 1,S) = _( _;zq)s’
) 3
1h(0,2,2,5) = w
q

und

h(1,2,0,5) =1, h(1,2,17s):_<1+f>.

q

Setzt man

keZ 2

. n im (X
S(I’l, 1,2m,z) = Z ! Ln+2ka ]q (Z)Zka
S0 zeigt man genauso wie oben, dass diese Polynome die Rekursion
Zh(i, 2m,j,q")s(n — 2j,i,2m,z) =

— Z [ n— ?mIaniTH)J ]q (A?)*‘EJZQ
+Z n—2m ]ql (1) i ety z,nJZk:

n 2m+2mk I)J
— <ql | ety 2"'J z+4 4] %)s(n —2m,i,2m,?z)

erfiillen.
Fiir m = 1 geniigt also

s(m,i2,2) =S [L”kaJ ]qi(ﬁ)z"
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der Rekursion
iln 1
Zh L 7.]q _2j7i>z):<ql|‘J +q|‘ J >(n—2,i,z).

Bemerkung 5. Fir q=1 reduziert sich s(n,i2,2,z) auf
tn,z) =3, ( H“‘)Z und die Rekursion t(n,z) = (Hzl) t(n—2,z2)

(z+1)" ‘

mit der expliziten Formel t(n,z) =

n

Im allgemeinen Fall erhalten wir fiiri = 1 ein einfaches q-Analogon:
n—1 ) q’“
s(2n,1,2,7) = H(l +¢'2) <1 +—> und
j=0 ¢
s2n+1,1,2,2) = (1 +¢"2)t(2n,1,2).

Im Fall i =jm, j > 1, ergeben sich wieder q-Analoga der Lucas
Polynome.

Ich mochte nur ein solches Analogon explizit erwidhnen, ndmlich
den Fall i = m.

Hier ergibt sich nach leichter Rechnung

h(0,0,0,5) =2, h(1,1,0,s) =1, h(1,1,1,s) :g— 1

und

h(lala.lvs) = q]h(l_ 171_ 17]7£)+
q

s i1 . . . N
"‘(F—l)q] h(l—l,l—l,]—l,;)—
—5h<i—2,i—2,j—1,iz>.

q q

Mit diesen Koeffizienten gilt also mit derselben Uberlegung wie oben
| M| it | Zh” n—2j
q - q i 2i,J,q") r—i |
Im Spezialfall i = n sieht man aus Bemerkung 1, dass wieder

nn'":_/(é)ﬂn_j
h(n,n,j,q") = (=1)q [n—j][j]

erfiillt ist.
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Bemerkung 6. Man rechnet leicht nach, dass
... s .. s
h(l7 l?.]? S) = ?C(lL]? %7%) lSt'
Das sieht man am einfachsten, wenn man in Gleichung (12) g
durch é ersetzt und beachtet, dass [’r‘] 1= g e ["]q erfiillt ist.
q

r

3. Eine weitere Identitit fiir die
g-Binomialkoeffizienten

Nun wollen wir g-Analoga der Formeln (9) und (10) finden. Wir
betrachten dazu auf dem Vektorraum aller ,,q-Polynome*

Zajq(é) [ H, d.h. aller endlichen Linearkombinationen der g-

n

Binomialkoeffizienten [ k] , deren Koeffizienten rationale Funktionen
in der Unbestimmten ¢ sind, den Verschiebungsoperator E , definiert
durch E [H = [”tl } und den g-Differenzenoperator A, definiert
durch g [1] = 4= 7).

Wir betrachten dort die Operatoren

rnes- 3 |

&

i—1—j

Sy,

die man als Fibonacci-Polynome in E und A interpretieren kann.
Dann rechnet man sofort nach, dass

Fi(n,E,A) =EF;_1(n,E,A) 4+ q"Fi_2(n, E,A)A (33)

gilt.

Satz 4. Es gibt Konstanten c(i,j), so dass gilt
; 1y [1 —.]:|qnjq(r2j) [n +i - 2]] _
0 J

r—j

NI~

Fini(n, E, —A)q(g) [’Z]

~

(ihﬂqwqoj)[rij]'

1
S
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Beweis. Wenn solche Konstanten fiir alle n, r existieren, miissen sie
die Gestalt
4]

i—k|[i—2k]| (=
c(ij) = (1) () 34
b= 0 [ e (34)
haben. Es ist klar, dass dann c(i,j) = O fiir j > i ist.

Setzt man das in die rechte Seite ein, so ergibt sich

Sy [ [ -

=0 =0 J
4]
— k1 (-
= (_1)’<[’ L }q( Zk)anx
k=0
% zl:qnjnk+j2jkjr+kr|:i - 2k] [ n ]
=0 .]_ k r _]

Fiir die innere Summe ergibt sich nach der g-Vandermonde Formel

S groorn [~ [ 0]
J—k '

=0 "

:z":q,.(,+k+n_,) i— 2k n _[n+i-2k
e j r—j—k r—k ’

womit alles bewiesen ist.

Formel (34) fiir die c(i,j) ldsst sich im allgemeinen nicht
vereinfachen. Fiir ¢ = 1 reduziert sich natiirlich alles auf 1. Dagegen
hat Formel (11) ein schones q-Analogon.

Satz 5. Fiir jedes i = 1,2,3,...gilt

40 [’Z] :i(_l)j[i;j]qnjq(r2j) [n—i—i—ZJ} B

r—j
5 Tilil o . i1
_ (_I)J[’ J :|qn(]+l)q12]lq( ) [”"’l .J }
; r—j—1
(35)
fiir alle n,r € N.
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Beweis. Dieselbe Rekurrenz wie Fi(n,E,A) erfiillen auch die
Operatoren

Gi(”a E7 A) - ani(n7 an A)
Unsere Behauptung lautet nun
F,'(fl,E, —A) — Gifl(l’l,E, —A)A =1

fiir alle i.
Aus

Fiy(n,E,A) =1, Go(n,E,A)=0, Fy(n,E,A)=E,
Gi(n,E,A) =q"I
und der Identitdt I = E — ¢" A folgt, dass die Behauptung fiir i = 1,2
richtig ist.
Nun ist
Fi(n,E,—A) — Gi—1(n,E, —A)A =
= (EFi-1(n,E,—A) — ¢"Fi_2(n,E, —A)A)—
— (EGi—2(n,E,—A) — ¢"G;_3(n, E, —A)A)A =
=E(Fi_1(n,E,—A) — Gi_»(n,E,—A))—
—q"(Fioo(n,E, —A) — Gi3(n, E, —A)A)A =
=E—q¢'A=1

Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
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