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Abstract

For difference equations of fourth order orthogonal polynomial solutions are given. A
finite special case is completely treated.
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Nach den Untersuchungen von Differentialgleichungen vierter
Ordnung auf (positiv definite) orthogonale Polynomlösungen durch
H. L. KRALL [1, 2], A. M. KRALL [3, 4], EVERITT [5] und LESKY

[6, 7] ist es naheliegend, auch Differenzengleichungen vierter
Ordnung auf (positiv definite) orthogonale Polynomlösungen zu
untersuchen. In [1–7] sind folgende Polynomsysteme dargestellt:
Hermite, Laguerre, Jacobi, Laguerretyp, Legendretyp, Jacobityp
(unendliche Systeme) und Romanovski-Jacobi, Romanovski-Bessel,
Romanovski-Pseudojacobi (endliche Systeme, [8]). Die Systeme
Hermite, Laguerretyp, Legendretyp und Jacobityp zeichnen sich
dadurch aus, dass sie über dreigliedrige Rekursionen für die
Polynomkoeffizienten entstehen (Hermite und Laguerretyp als sym-
metrische Polynome). Hier erfolgt eine entsprechende Untersuchung



von Differenzengleichungen vierter Ordnung über dreigliedrige
Rekursionen für die Polynomkoeffizienten.

1. Polynomlösungen von linearen homogenen
Differentialgleichungen vierter Ordnung

Für die Polynomlösungen ynðxÞ vom n-ten Grad in x ðn ¼ 0; 1; 2; . . .Þ
der Differentialgleichung

P4ðxÞyðIVÞn ðxÞ þ P3ðxÞy000n ðxÞ þ P2ðxÞy00nðxÞ þ P1ðxÞy0nðxÞ ¼ �nynðxÞ
ð1:1Þ

zeigt der Ansatz

ynðxÞ ¼
Xn
k¼0

an;k
xk

k!
ðn ¼ 0; 1; 2; . . . ; an;n 6¼ 0Þ; ð1:2Þ

dass für die Koeffizienten von (1.1) nur Polynome

P4ðxÞ ¼ e4;0 þ e4;1xþ e4;2x
2 þ e4;3x

3 þ e4;4x
4;

P3ðxÞ ¼ e3;0 þ e3;1xþ e3;2x
2 þ e3;3x

3;

P2ðxÞ ¼ e2;0 þ e2;1xþ e2;2x
2;

P1ðxÞ ¼ e1;0 þ e1;1x ð1:3Þ

in Frage kommen. Nach dem Einsetzen von (1.2) in (1.1) liefert der
Koeffizientenvergleich bei xn=n! die Eigenwerte

�n ¼ nfe1;1 þ ðn� 1Þe2;2 þ ðn� 1Þðn� 2Þe3;3

þ ðn� 1Þðn� 2Þðn� 3Þe4;4g ðn ¼ 0; 1; 2; . . .Þ: ð1:4Þ

Der Koeffizientenvergleich bei xk=k! liefert

ðk� nÞe1;1an;k þ e1;0an;kþ1 þ ðk� nÞðkþ n� 1Þe2;2an;k þ k e2;1an;kþ1

þ e2;0an;kþ2 þ ðk� nÞ½k2 þ knþ n2 � 3ðkþ nÞ þ 2�e3;3an;k

þ kðk� 1Þe3;2an;kþ1 þ k e3;1an;kþ2 þ e3;0an;kþ3

þ ðk� nÞ½k3 þ k2nþ kn2 þ n3 � 6ðk2 þ knþ n2Þ þ 11ðkþ nÞ � 6�
� e4;4an;k þ kðk� 1Þðk� 2Þe4;3an;kþ1 þ kðk� 1Þe4;2an;kþ2

þ ke4;1an;kþ3 þ e4;0an;kþ4 ¼ 0: ð1:5Þ
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Zur Erhöhung der €UUbersichtlichkeit wird (1.5) noch folgendermaßen
umgeordnet:

an;kðk� nÞ
�
e1;1 þ ðkþ n� 1Þe2;2 þ

�
k2 þ knþ n2 � 3ðkþ nÞ þ 2

�
e3;3

þ
�
k3 þ k2nþ kn2 þ n3 � 6ðk2 þ knþ n2Þ þ 11ðkþ nÞ � 6

�
e4;4

�
þ an;kþ1

�
e1;0 þ ke2;1 þ kðk� 1Þe3;2 þ kðk� 1Þðk� 2Þe4;3

�
þ an;kþ2

�
e2;0 þ ke3;1 þ kðk� 1Þe4;2

�
þ an;kþ3

�
e3;0 þ ke4;1

�
þ an;kþ4e4;0 ¼ 0 ð1:6Þ

ðk ¼ n;n� 1; . . . ;1;0;an;n 6¼ 0;an;nþ1 ¼ an;nþ2 ¼ an;nþ3 ¼ an;nþ4 ¼ 0Þ:
Die folgenden vier Fälle entstehen mit der Dreigliedrigkeit von (1.6):

Hermite:

e4;0 ¼ 1; e4;1 ¼ e4;2 ¼ e4;3 ¼ e4;4 ¼ 0; e3;1 ¼ 2"ð"2Rnf0gÞ;
e3;0 ¼ e3;2 ¼ e3;3 ¼ 0; e2;0 ¼ 2"�ð� 2RÞ; e2;2 ¼ 4"2; e2;1 ¼ 0;

e1;1 ¼ 4"2ð� � 1Þ; e1;0 ðsymmetrischÞ:

Laguerretyp:

e4;2 ¼ 1; e4;0 ¼ e4;1 ¼ e4;3 ¼ e4;4 ¼ 0; e3;1 ¼ 4; e3;2 ¼ 2;

e3;0 ¼ e3;3 ¼ 0; e2;1 ¼ �þ 4 ð�2RÞ; e2;2 ¼ 1; e2;0 ¼ 0;

e1;0 ¼ �� 2; e1;1 ¼ �:

Legendretyp:

e4;0 ¼ 1; e4;2 ¼ �2; e4;4 ¼ 1; e4;1 ¼ e4;3 ¼ 0; e3;1 ¼ �8; e3;3 ¼ 8;

e3;0 ¼ e3;2 ¼ 0; e2;0 ¼ �4ðt þ 3Þ ðt2RÞ; e2;2 ¼ 4ðt þ 3Þ; e2;1 ¼ 0;

e1;1 ¼ 8t; e1;0 ¼ 0 ðsymmetrischÞ:

Jacobityp:

e4;2 ¼ 1; e4;3 ¼ �2; e4;4 ¼ 1; e4;0 ¼ e4;1 ¼ 0;

e3;1 ¼ 4; e3;2 ¼ �2ðr þ 4Þ ðr2RÞ; e3;3 ¼ 2ðr þ 2Þ; e3;0 ¼ 0;

e2;1 ¼ �rð f þ 4Þð f 2RÞ; e2;2 ¼ rðr þ f þ 3Þ; e2;0 ¼ 0;

e1;0 ¼ rð2 � f Þ; e1;1 ¼ rðrf � 2Þ:

Bei den Systemen Laguerre, Jacobi, Romanovski-Jacobi, Romanovski-
Bessel und Romanovski-Pseudojacobi bleiben in (1.6) fünfgliedrige
Koeffizientenrekursionen bestehen.
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2. Polynomlösungen von linearen homogenen
Differenzengleichungen vierter Ordnung

Für die Polynomlösungen ynðxÞ vom n-ten Grad in x ðn ¼ 0; 1; 2; . . .Þ
der Differenzengleichung1

Q4ðxÞ�4ynðxÞ þ Q3ðxÞ�3ynðxÞ þ Q2ðxÞ�2ynðxÞ þ Q1ðxÞ�ynðxÞ
¼ �nynðxþ 2Þ ð2:1Þ�

�ynðxÞ ¼ ynðxþ 1Þ� ynðxÞ; �jynðxÞ ¼ �ð�j�1ynðxÞÞ
�

zeigt der An-
satz [8]

ynðxÞ ¼
Xn
k¼0

bn;k
xþ k � 2

k

� �
ðn ¼ 0; 1; 2; . . . ; bn;n 6¼ 0Þ; ð2:2Þ

dass für die Koeffizienten von (2.1) nur Polynome

Q4ðxÞ ¼ f4;0 þ f4;1xþ f4;2x
2 þ f4;3x

3 þ f4;4x
4;

Q3ðxÞ ¼ f3;0 þ f3;1xþ f3;2x
2 þ f3;3x

3;

Q2ðxÞ ¼ f2;0 þ f2;1xþ f2;2x
2;

Q1ðxÞ ¼ f1;0 þ f1;1x ð2:3Þ
in Frage kommen. Vor dem Einsetzen von (2.2) in (2.1) erfolgen für
die Polynome (2.3) noch gewisse Vorbereitungen:

x
xþ k � 2

k � r

� �
¼ ðk � r þ 1Þ

xþ k � 2

k � r þ 1

� �
þ ð2 � rÞ

xþ k � 2

k � r

� �
ðr ¼ 1; 2; 3; 4Þ;

x2
xþ k � 2

k � s

� �
¼ ðk � sþ 2Þðk � sþ 1Þ

xþ k � 2

k � sþ 2

� �

þ ðk � sþ 1Þð5 � 2sÞ
xþ k � 2

k � sþ 1

� �

þ ðs� 2Þ2 xþ k � 2

k � s

� �
ðs ¼ 2; 3; 4Þ;

x3
xþ k � 2

k � t

� �
¼ ðk � t þ 3Þðk � t þ 2Þðk � t þ 1Þ

xþ k � 2

k � t þ 3

� �

þ 3ðk � t þ 2Þðk � t þ 1Þð3 � tÞ
xþ k � 2

k � t þ 2

� �
þ

1 Das ,,Störglied‘‘ �nynðxþ 2Þ wird im Hinblick auf die Orthogonalität verwendet.
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þ ðk � t þ 1Þ½3ð3 � tÞð2 � tÞ þ 1�
xþ k � 2

k � t þ 1

� �

þ ð2 � tÞ3 xþ k � 2

k � t

� �
ðt ¼ 3; 4Þ;

x4
xþ k � 2

k � 4

� �
¼ kðk � 1Þðk � 2Þðk � 3Þ

xþ k � 2

k

� �

� 2ðk � 1Þðk � 2Þðk � 3Þ
xþ k � 2

k � 1

� �

þ 7ðk � 2Þðk � 3Þ
xþ k � 2

k � 2

� �

� 15ðk � 3Þ
xþ k � 2

k � 3

� �
þ 16

xþ k � 2

k � 4

� �
:

ð2:4Þ
Ferner beachte man ynðxþ 2Þ ¼ �2ynðxÞ þ 2�ynðxÞ þ ynðxÞ, so dass
mit dem Ansatz (2.2)

ynðxþ 2Þ ¼
Xn
k¼2

bn;k
xþ k � 2

k � 2

� �
þ 2

Xn
k¼1

bn;k
xþ k � 2

k � 1

� �

þ
Xn
k¼0

bn;k
xþ k � 2

k

� �
ð2:5Þ

entsteht. Nach dem Einsetzen von (2.2) in (2.1) und Koeffizienten-
vergleich bei

xþ n� 2

n

� �
ergeben sich die Eigenwerte

�n ¼ n
�
f1;1 þ ðn� 1Þ f2;2 þ ðn� 1Þðn� 2Þ f3;3

þ ðn� 1Þðn� 2Þðn� 3Þ f4;4
�

ðn ¼ 0; 1; 2; . . .Þ: ð2:6Þ
Zum Aufbau der (zunächst fünfgliedrigen) Rekursion werden die
vier Summanden von (2.1) untersucht, wobei auch das Störglied
Verwendung findet:�
f1;0 þ f1;1x

�Xn
k¼1

bn;k
xþ k� 2

k� 1

� �

¼
Xn
k¼1

bn;k
xþ k� 2

k� 1

� �
½ f1;0 þ f1;1� þ

Xn
k¼0

bn;k
xþ k� 2

k

� �
k f1;1;

Orthogonale Polynomlösungen 145



�
f2;0 þ f2;1xþ f2;2x

2
�Xn
k¼2

bn;k
xþ k�2

k�2

� �
��n

Xn
k¼2

bn;k
xþ k�2

k�2

� �"

þ2
Xn
k¼1

bn;k
xþ k�2

k�1

� �
þ
Xn
k¼0

bn;k
xþ k�2

k

� �#

¼
Xn
k¼2

bn;k
xþ k�2

k�2

� �
½ f2;0 ��n�þ

Xn
k¼1

bn;k
xþ k�2

k�1

� �
½ðk�1Þ f2;1

þðk�1Þ f2;2 �2�n�þ
Xn
k¼0

bn;k
xþ k�2

k

� �
½kðk�1Þ f2;2 ��n�;

�
f3;0 þ f3;1xþ f3;2x

2 þ f3;3x
3
�Xn
k¼3

bn;k
xþ k�2

k�3

� �

¼
Xn
k¼3

bn;k
xþ k�2

k�3

� �
½ f3;0 � f3;1 þ f3;2 � f3;3�

þ
Xn
k¼2

bn;k
xþ k�2

k�2

� �
½ðk�2Þf3;1 �ðk�2Þ f3;2 þðk�2Þ f3;3�

þ
Xn
k¼1

bn;k
xþ k�2

k�1

� �
ðk�1Þðk�2Þ f3;2

þ
Xn
k¼0

bn;k
xþ k�2

k

� �
kðk�1Þðk�2Þ f3;3;

f4;0 þ f4;1xþ f4;2x
2 þ f4;3x

3 þ f4;4x
4

� �Xn
k¼4

bn;k
xþ k�2

k�4

� �

¼
Xn
k¼4

bn;k
xþ k�2

k�4

� �
½ f4;0 �2f4;1 þ4f4;2 �8f4;3 þ16f4;4�

þ
Xn
k¼3

bn;k
xþ k�2

k�3

� �
½ðk�3Þ f4;1 �3ðk�3Þ f4;2

þ7ðk�3Þ f4;3 �15ðk�3Þ f4;4�

þ
Xn
k¼2

bn;k
xþ k�2

k�2

� �
½ðk�2Þðk�3Þ f4;2 �3ðk�2Þðk�3Þ f4;3

þ7ðk�2Þðk�3Þ f4;4�þ
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þ
Xn
k¼1

bn;k
xþ k�1

k�2

� �
½ðk�1Þðk�2Þðk�3Þ f4;3

�2ðk�1Þðk�2Þðk�3Þ f4;4�

þ
Xn
k¼0

bn;k
xþ k�2

k

� �
kðk�1Þðk�2Þðk�3Þ f4;4: ð2:7Þ

Jetzt ist erkennbar, dass man durch Ausschaltung der Glieder mit dem
Faktor

xþ k � 2

k � 3

� �
und

xþ k � 2

k � 4

� �
zu einer dreigliedrigen Rekursion gelangen kann. Diese Ausschaltung
gelingt durch Erfüllung von

f3;0 ¼ f3;1 � f3;2 þ f3;3;

f4;0 ¼ 2f4;1 � 4f4;2 þ 8f4;3 � 16f4;4;

f4;1 ¼ 3f4;2 � 7f4;3 þ 15f4;4: ð2:8Þ
Außerdem ist noch eine Umformung der verbleibenden Binomial-
koeffizienten nötig. Dazu berechnet man

xþ k � 2

k � 1

� �
¼

xþ k � 1

k � 1

� �
�

xþ k � 2

k � 2

� �
;

xþ k � 2

k

� �
¼

xþ k

k

� �
� 2

xþ k � 1

k � 1

� �
þ

xþ k � 2

k � 2

� �
ð2:9Þ

und erhält aus (2.7)

½ f1;0 þ f1;1x�
Xn
k¼1

bn;k
xþ k� 2

k� 1

� �

¼
Xn
k¼0

bn;k
xþ k

k

� �
k f1;1 þ

Xn
k¼1

bn;k
xþ k� 1

k� 1

� �

� ½ f1;0 þ f1;1 � 2k f1;1� þ
Xn
k¼2

bn;k
xþ k� 2

k� 2

� �
½�f1;0 � f1;1 þ k f1;1�;

½ f2;0 þ f2;1xþ f2;2x
2�
Xn
k¼2

bn;k
xþ k� 2

k� 2

� �
��n

Xn
k¼2

bn;k
xþ k� 2

k� 2

� �"

þ 2
Xn
k¼1

bn;k
xþ k� 2

k� 1

� �
þ
Xn
k¼0

bn;k
xþ k� 2

k

� �#
¼
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¼
Xn
k¼0

bn;k
xþ k

k

� �
½kðk � 1Þ f2;2 � �n�

þ
Xn
k¼1

bn;k
xþ k � 1

k � 1

� �
½ f2;1 � ð2k � 1Þ f2;2�ðk � 1Þ

þ
Xn
k¼2

bn;k
xþ k � 2

k � 2

� �
½ f2;0 � f2;1ðk � 1Þ þ f2;2ðk � 1Þ2�;

½ f3;0 þ f3;1xþ f3;2x
2 þ f3;3x

3�
Xn
k¼3

bn;k
xþ k� 2

k� 3

� �

¼
Xn
k¼0

bn;k
xþ k

k

� �
kðk� 1Þðk� 2Þ f3;3

þ
Xn
k¼1

bn;k
xþ k� 1

k� 1

� �
½ f3;2 � 2k f3;3�ðk� 1Þðk� 2Þ

þ
Xn
k¼2

bn;k
xþ k� 2

k� 2

� �
½ f3;1 � k f3;2 þ ðk2 � kþ 1Þ f3;3�ðk� 2Þ;

½ f4;0 þ f4;1xþ f4;2x
2 þ f4;3x

3 þ f4;4x
4�
Xn
k¼4

bn;k
xþ k� 2

k� 4

� �

¼
Xn
k¼0

bn;k
xþ k

k

� �
kðk� 1Þðk� 2Þðk� 3Þ f4;4

þ
Xn
k¼1

bn;k
xþ k� 1

k� 1

� �
½ f4;3 � 2ðkþ 1Þ f4;4�ðk� 1Þðk� 2Þðk� 3Þ

þ
Xn
k¼2

bn;k
xþ k� 2

k� 2

� �
½ f4;2 �ðkþ 2Þ f4;3

þðk2 þ kþ 5Þ f4;4�ðk� 2Þðk� 3Þ:

Nach dem Einsetzen von

ynðxÞ ¼
Xn
k¼0

bn;k
xþ k � 2

k

� �
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in die Differenzengleichung (2.1) entsteht insgesamt (man beachte
die Erfüllung von (2.8))

Xn
k¼0

bn;k
xþ k

k

� �
fkf1;1 þ kðk� 1Þ f2;2 þ kðk� 1Þðk� 2Þ f3;3

þ kðk� 1Þðk� 2Þðk� 3Þ f4;4 ��ng

þ
Xn
k¼1

bn;k
xþ k� 1

k� 1

� �
f f1;0 þ f1;1 � 2kf1;1 þðk� 1Þ f2;1

�ðk� 1Þð2k� 1Þ f2;2 þðk� 1Þðk� 2Þ f3;2 � 2kðk� 1Þðk� 2Þ f3;3
þðk� 1Þðk� 2Þðk� 3Þ f4;3 � 2ðk� 1Þðk� 2Þðk� 3Þðkþ 1Þ f4;4g

þ
Xn
k¼2

bn;k
xþ k� 2

k� 2

� �
f�f1;0 � f1;1 þ kf1;1 þ f2;0 �ðk� 1Þ f2;1

þðk� 1Þ2
f2;2 þðk� 2Þ2

f3;1 � kðk� 2Þ f3;2 þðk2 � kþ 1Þðk� 2Þ f3;3
þðk� 2Þðk� 3Þ f4;2 �ðk� 2Þðk� 3Þðkþ 2Þ f4;3
þðk2 þ kþ 5Þðk� 2Þðk� 3Þ f4;3g¼ 0: ð2:10Þ

Der Koeffizientenvergleich bei

xþ k

k

� �

liefert eine dreigliedrige Rekursion für die bn;k:

bn;kfk½ f1;1 þðk�1Þ f2;2 þðk�1Þðk�2Þ f3;3 þðk�1Þðk�2Þðk�3Þ f4;4�
�n½ f1;1 þðn�1Þ f2;2 þðn�1Þðn�2Þ f3;3
þðn�1Þðn�2Þðn�3Þ f4;4�gþbn;kþ1f f1;0 þ f1;1 �2ðkþ1Þ f1;1
þk f2;1 �kð2kþ1Þ f2;2 þðk�1Þk f3;2 �2ðk�1Þkðkþ1Þ f3;3
þðk�2Þðk�1Þk f4;3 �2ðk�2Þðk�1Þkðkþ2Þ f4;4g
þbn;kþ2f�f1;0 � f1;1 þðkþ2Þ f1;1 þ f2;0 �ðkþ1Þ f2;1
þðkþ1Þ2

f2;2 þk2f3;1 �kðkþ2Þ f3;2 þðk2 þ3kþ3Þk f3;3
þðk�1Þk f4;2 �ðk�1Þkðkþ4Þ f4;3
þðk2 þ5kþ11Þðk�1Þk f4;4g¼ 0 ð2:11Þ

ðk ¼ n; n� 1; . . . ; 1; 0; bn;n 6¼ 0; bn;nþ1 ¼ bn;nþ2 ¼ 0Þ:
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3. Orthogonalität für Polynomlösungen
von linearen homogenen Differenzengleichungen

vierter Ordnung

In der Differenzengleichung (2.1) setzt man zweckmäßig

Q4ðxÞ ¼ �ðxþ 4Þ;
Q3ðxÞ ¼ �ðxþ 3Þ;
Q2ðxÞ ¼ ’ðxþ 2Þ;
Q1ðxÞ ¼  ðxþ 1Þ ð3:1Þ

und multipliziert mit wðxþ 2Þ:

wðxþ 2Þ�ðxþ 4Þ�4ynðxÞ þ wðxþ 2Þ�ðxþ 3Þ�3ynðxÞ
þ wðxþ 2Þ’ðxþ 2Þ�2ynðxÞ þ wðxþ 2Þ ðxþ 1Þ�ynðxÞ

¼ wðxþ 2Þ�nynðxþ 2Þ ðn ¼ 0; 1; 2; . . .Þ: ð3:2Þ

Wird w so bestimmt, dass die selbstadjungierte Form

�2fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞg þ�f½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ
��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞ��ynðxþ 1Þg

¼ wðxþ 2Þ�nynðxþ 2Þ ð3:3Þ

aus (3.2) entsteht, dann kann damit die Orthogonalität der Polynom-
lösungen yn bezüglich der Gewichtsfunktion w erreicht werden.

Zuerst bringt man die Differenzengleichungen (3.2) und (3.3) zur
€UUbereinstimmung. Unter Verwendung der Produktregeln

�½ f ðxÞgðxÞ� ¼ f ðxþ 1Þ�gðxÞ þ gðxÞ�f ðxÞ; ð3:4Þ
�2½ f ðxÞgðxÞ� ¼ f ðxþ 2Þ�2gðxÞ þ 2ð�f ðxþ 1ÞÞ�gðxÞ þ gðxÞ�2f ðxÞ

ð3:5Þ

berechnen wir

�2fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞg ¼ wðxþ 2Þ�ðxþ 4Þ�4ynðxÞ
þ 2ð�½wðxþ 1Þ�ðxþ 3Þ�Þ�3ynðxÞ
þ ð�2½wðxÞ�ðxþ 2Þ�Þ�2ynðxÞ;
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und mit Verwendung von �ynðxþ 1Þ ¼ �2ynðxÞ þ�ynðxÞ entsteht

�f½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ ��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞ�½�2ynðxÞ þ�ynðxÞ�g
¼ ½wðxþ 2Þ’ðxþ 2Þ ��2ðwðxÞ�ðxþ 2ÞÞ�½�3ynðxÞ þ�2ynðxÞ�
þ ð�½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ ��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞ�Þ½�2ynðxÞ
þ�ynðxÞ�

¼ ½wðxþ 2Þ’ðxþ 2Þ ��2ðwðxÞ�ðxþ 2ÞÞ��3ynðxÞ
þ fwðxþ 2Þ’ðxþ 2Þ ��2ðwðxÞ�ðxþ 2ÞÞ
þ�½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ ��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞ�g�2ynðxÞ
þ ð�½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ ��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞ�Þ�ynðxÞ:

Beide Ergebnisse werden zusammengefasst:

�2fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞg þ�f½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ
��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞ��ynðxþ 1Þg

¼ wðxþ 2Þ�ðxþ 4Þ�4ynðxÞ þ ½wðxþ 2Þ’ðxþ 2Þ
þwðxþ 2Þ�ðxþ 4Þ �wðxÞ�ðxþ 2Þ��3ynðxÞ
þ ½2wðxþ 2Þ’ðxþ 2Þ �wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ �wðxþ 2Þ�ðxþ 4Þ
þ 3wðxþ 1Þ�ðxþ 3Þ � 3wðxÞ�ðxþ 2Þ
þwðx� 1Þ�ðxþ 1Þ��2ynðxÞ þ ½wðxþ 2Þ’ðxþ 2Þ
�wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ �wðxþ 2Þ�ðxþ 4Þ � 3wðxþ 1Þ�ðxþ 3Þ
þ 3wðxÞ�ðxþ 2Þ þwðx� 1Þ�ðxþ 1Þ��ynðxÞ:

Der Vergleich mit der Differenzengleichung (3.2) führt bei �3ynðxÞ auf

wðxþ 2Þ½’ðxþ 2Þ þ �ðxþ 4Þ � �ðxþ 3Þ� ¼ wðxÞ�ðxþ 2Þ; ð3:6Þ
während der Vergleich bei �2ynðxÞ auf

�½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ� ��3½wðx� 1Þ�ðxþ 1Þ� ¼ 0 ð3:7Þ
führt. Somit liefert der Vergleich bei �ynðxÞ

wðxþ 2Þ ðxþ 1Þ ¼ 0: ð3:8Þ
An die Stelle der Pearsonschen Differentialgleichungen [6] treten die
Differenzengleichungen (3.6), (3.7) und die Forderung  ðxþ 1Þ ¼ 0
ð f1;0 ¼ f1;1 ¼ 0Þ. Wird w aus (3.6) und (3.7) bestimmt, dann kann
an die Stelle der Differenzengleichung (3.2) mit  ðxþ 1Þ ¼ 0 deren
selbstadjungierte Form (3.3) treten.

Orthogonale Polynomlösungen 151



Für die Orthogonalität der Polynomlösungen ynðxÞ bezüglich w als
Gewichtsfunktion multipliziert man die zu n gehörende Differenzenglei-
chung (3.3) mit ymðxþ 2Þ und die zum gehörende Differenzengleichung
(3.3) mit ynðxþ 2Þðn;m ¼ 0; 1; 2; . . .Þ und erhält nach deren Subtraktion

ð�n � �mÞwðxþ 2Þynðxþ 2Þymðxþ 2Þ
¼ ð�2fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞg þ�f½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ
��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞ��ynðxþ 1ÞgÞymðxþ 2Þ
� ð�2fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ymðxÞg þ�f½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ
��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞ��ymðxþ 1ÞgÞynðxþ 2Þ: ð3:9Þ

Wendet man die partielle SummationXB
x¼A

f ðxþ 1Þ�gðxÞ ¼ ½ f ðxÞgðxÞ�Bþ1
x¼A �

XB
x¼A

gðxÞ�f ðxÞ ð3:10Þ

ðN ¼ B� A2N; A!�1 und B!1 mooglichÞ
und die Produktregel (3.4) auf Teile von (3.9) an, so entstehenXB

x¼A

ð�2fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞgÞymðxþ 2Þ

¼ ½ð�fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞgÞymðxþ 1Þ�Bþ1
x¼A

�
XB
x¼A

ð�fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞgÞ�ymðxþ 1Þ

¼ ½ð�fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞgÞymðxþ 1Þ�Bþ1
x¼A

� ½fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞg�ymðxÞ�Bþ1
x¼A

þ
XB
x¼A

fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞ�2ymðxÞg ð3:11Þ

undXB
x¼A

ð�f½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ ��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞ�

��ynðxþ 1ÞgÞymðxþ 2Þ
¼ ½f½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ ��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞ�

��ynðxþ 1Þgymðxþ 1Þ�Bþ1
x¼A �

XB
x¼A

f½wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ

��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞ��ynðxþ 1Þg�ymðxþ 1Þ: ð3:12Þ

152 P. A. Lesky



Hier wird klar, warum im Störglied der Differenzengleichung (2.1)
ynðxþ 2Þ verwendet wurde: Zieht man entsprechend (3.9) noch die
mit m und n vertauschten Teile ab und summiert von A bis B, dann
entfallen bezüglich (3.11) die Summen

XB
x¼A

fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞ�2ymðxÞg

und bezüglich (3.12) die Summen

XB
x¼A

f½wðxþ1Þ’ðxþ1Þ��2ðwðx�1Þ�ðxþ1ÞÞ��ynðxþ1Þg�ymðxþ1Þ:

Somit ergibt sich schließlich

ð�n � �mÞ
XB
x¼A

wðxþ 2Þynðxþ 2Þymðxþ 2Þ

¼ ½ð�fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞgÞymðxþ 1Þ
� fwðxÞ�ðxþ 2Þ�2ynðxÞg�ymðxÞ þ ðfwðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ
��2ðwðx� 1Þ�ðxþ 1ÞÞg�ynðxþ 1ÞÞymðxþ 1Þ�Bþ1

x¼A ð3:13Þ

oder noch in einer anderen Form

ð�n��mÞ
XB
x¼A

wðxþ 2Þynðxþ 2Þymðxþ 2Þ

¼ ½fwðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ�wðx� 1Þ�ðxþ 1Þgð�ynðxþ 1ÞÞymðxþ 1Þ
þwðxÞ�ðxþ 2Þf2½�ynðxÞ�ymðxþ 1Þþ ½�2ynðxÞ�ymðxÞg
þwðxþ 1Þ�ðxþ 3Þ½�3ynðxÞ��ynðxþ 1Þ�ymðxþ 1Þ�Bþ1

x¼A :

ð3:14Þ

Liegt die Verschiedenheit der Eigenwerte �n vor, dann hat man
Orthogonalität der Polynomlösungen ynðxþ 2Þ von (2.1) bezüglich
wðxþ 2Þ, wenn rechts vom Gleichheitszeichen in (3.13) bzw. (3.14) für
n 6¼ m null entsteht (wegen  ðxþ 1Þ ¼ f1;0 þ f1;1x gilt �0 ¼ �1 ¼ 0,
worauf bei der Orthogonalität geachtet werden muss). Das bedingt
gewisse Eigenschaften von ’ und � in den ,,Randpunkten‘‘ A und B.
Selbstverständlich sind auch A!�1 und B!1 möglich, wenn w
die erforderlichen Konvergenzeigenschaften erzeugt.

Orthogonale Polynomlösungen 153



Zur Erreichung der Orthogonalität auf fA;Aþ 1; . . . ;B� 1;Bg
müssen ’ðxþ 1Þ, �ðxþ 1Þ, �ðxþ 2Þ und �ðxþ 3Þ so gewählt werden,
dass einerseits

wðxþ 1Þ’ðxþ 1Þ � wðx� 1Þ�ðxþ 1Þ;
wðxÞ�ðxþ 2Þ

und

wðxþ 1Þ�ðxþ 3Þ ð3:15Þ

für x ¼ A und x ¼ Bþ 1 (N ¼ B� A2N; A!�1 und B!1
möglich) null sind, andererseits die beiden Differenzengleichungen
(3.6) und (3.7) und  ðxþ 1Þ ¼ 0 gelten.

4. Behandlung eines endlichen Spezialfalles

Es wird der einfachste Fall mit wðxÞ ¼ 1 und Orthogonalität auf
f0; 1; . . . ;Ng ðA ¼ 0; B ¼ NÞ behandelt. Zunächst wählt man � derart,
dass �ðxþ 3Þ und �ðxþ 2Þ für x ¼ 0 und x ¼ N þ 1 null werden:

�ðxþ 4Þ ¼ ðxþ 1Þðxþ 2Þðx� NÞðx� N þ 1Þ
¼ x4 þ 2ð2 � NÞx3 þ ðN2 � 7N þ 5Þx2

þ ð3N2 � 7N þ 2Þxþ 2NðN � 1Þ;
�ðxþ 3Þ ¼ xðxþ 1Þðx� N � 1Þðx� NÞ

¼ x4 � 2Nx3 þ ðN2 � N � 1Þx2 þ NðN þ 1Þx;
�ðxþ 2Þ ¼ ðx� 1Þxðx� N � 2Þðx� N � 1Þ

¼ x4 � 2ð2 þ NÞx3 þ ðN2 þ 5N þ 5Þx2 � xðN þ 1ÞðN þ 2Þ;
�ðxþ 1Þ ¼ ðx� 2Þðx� 1Þðx� N � 3Þðx� N � 2Þ

¼ x4 � 2ð4 þ NÞx3 þ ðN2 þ 11N þ 23Þx2

� ð3N2 þ 19N þ 28Þxþ 2ðN þ 2ÞðN þ 3Þ: ð4:1Þ

Damit liegen die Koeffizienten von Q4ðxÞ aus (2.3) fest:

f4;0 ¼ 2NðN � 1Þ;
f4;1 ¼ ðN � 2Þð3N � 1Þ;
f4;2 ¼ N2 � 7N þ 5;

f4;3 ¼ 2ð2 � NÞ; f4;4 ¼ 1: ð4:2Þ
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Mit diesen Koeffizienten sind die zweite und dritte Bedingung aus
(2.8) erfüllt:

f4;0 � 2f4;1 þ 4f4;2 � 8f4;3 þ 16f4;4

¼ 2N2 � 2N � 6N2 þ 14N � 4 þ 4N2 � 28N

þ 20 � 32 þ 16N þ 16

¼ 0;

f4;1 � 3f4;2 þ 7f4;3 � 15f4;4

¼ 3N2 � 7N þ 2 � 3N2 þ 21N � 15 þ 28 � 14N � 15 ¼ 0:

Im nächsten Schritt berechnen wir �ð1Þ ¼ 2ðN þ 2ÞðN þ 3Þ und
�ðN þ 2Þ ¼ 2ðN � 1ÞN, setzen ’ðxþ 1Þ ¼ �x2 þ �xþ � und haben
’ð1Þ ¼ � und ’ðN þ 2Þ ¼ �ðN þ 1Þ2 þ �ðN þ 1Þ þ �. Im Sinne
von (3.15) müssen die Gleichungen

ð’ð1Þ��ð1Þ¼Þ ��2ðNþ2ÞðNþ3Þ¼ 0;

ð’ðNþ2Þ��ðNþ2Þ¼Þ �ðNþ1Þ2þ�ðNþ1Þþ��2ðN�1ÞN¼ 0

gelten; daraus folgen � ¼ 2ðN þ 2ÞðN þ 3Þ und�ðN þ 1Þ þ � ¼ �12.
Ferner muß die Differenzengleichung (3.7) erfüllt werden.

Dazu berechnen wir �’ðxþ 1Þ ¼ 2�xþ �þ � und �3�ðxþ 1Þ ¼
12ð2x� N � 1Þ und haben für (3.7)

ð�’ðxþ 1Þ ��3�ðxþ 1Þ ¼Þ ð2�� 24Þxþ�þ �þ 12ðN þ 1Þ ¼ 0:

Das liefert � ¼ 12 und � ¼ �12ðN þ 2Þ (im Einklang mit �ðN þ 1Þ
þ� ¼ �12), so dass sich

’ðxþ 1Þ ¼ 12x2 � 12ðN þ 2Þxþ 2ðN þ 2ÞðN þ 3Þ
und

’ðxþ 2Þ ¼ 12x2 � 12Nxþ 2NðN � 1Þ ð4:3Þ
ergeben. Damit liegen die Koeffizienten von Q2ðxÞ aus (2.3) fest:

f2;0 ¼ 2NðN � 1Þ; f2;1 ¼ �12N;

f2;2 ¼ 12: ð4:4Þ
Es bleibt die Erfüllung der Differenzengleichung (3.6), wobei �ðxþ 3Þ
festgelegt wird:

�ðxþ 3Þ ¼ ’ðxþ 2Þ þ �ðxþ 4Þ � �ðxþ 2Þ
¼ 8x3 � 12ðN � 1Þx2 þ 4ðN2 � 4N þ 1Þxþ 4NðN � 1Þ:

ð4:5Þ
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Damit liegen die Koeffizienten von Q3ðxÞ aus (2.3) fest:

f3;0 ¼ 4NðN � 1Þ;
f3;1 ¼ 4ðN2 � 4N þ 1Þ;
f3;2 ¼ �12ðN � 1Þ;
f3;3 ¼ 8: ð4:6Þ

Mit diesen Koeffizienten ist die erste Bedingung aus (2.8) erfüllt:

f3;0 � f3;1 þ f3;2 � f3;3 ¼ 4N2 � 4N � 4N2 þ 16N � 4 � 12N þ 12 � 8

¼ 0:

Wegen  ðxþ 1Þ ¼ 0 liegen noch f1;0 ¼ f1;1 ¼ 0 fest.
Damit liegt folgende Differenzengleichung vierter Ordnung vor:

½2NðN � 1Þ þ ðN � 2Þð3N � 1Þxþ ðN2 � 7N þ 5Þx2 � 2ðN � 2Þx3

þ x4��4ynðxÞ þ ½4NðN � 1Þ þ 4ðN2 � 4N þ 1Þx� 12ðN � 1Þx2

þ 8x3��3ynðxÞ þ ½2NðN � 1Þ � 12Nxþ 12x2��2ynðxÞ
¼ �nynðxþ 2Þ ð4:7Þ

mit

�n ¼ ðn� 1Þnðnþ 1Þðnþ 2Þ ðn ¼ 0; 1; 2; . . .Þ:
Die dreigliedrige Rekursion (2.11) erhält folgende Gestalt:

bn;kfðk � 1Þkðk þ 1Þðk þ 2Þ � ðn� 1Þnðnþ 1Þðnþ 2Þg
� bn;kþ12kðk þ 1Þðk þ 2ÞðN þ k þ 2Þ
þ bn;kþ2ðk þ 1Þðk þ 2ÞðN þ k þ 2ÞðN þ k þ 3Þ ¼ 0 ð4:8Þ

ðk ¼ n; n� 1; n� 2; . . . ; 1; 0; bn;n 6¼ 0; bn;nþ1 ¼ bn;nþ2 ¼ 0Þ:
Zur Berechnung der bn;k ist noch folgende Umformung der Rekursion
zweckmäßig:

ðn� kÞðn� k þ 1Þ½nðnþ 1Þ þ ðk � 1Þðk þ 2Þ�bn;k þ ðk þ 1Þðk þ 2Þ
� ðN þ k þ 2Þ½2kbn;kþ1 � ðN þ k þ 3Þbn;kþ2� ¼ 0 ð4:9Þ

ðk ¼ n; n� 1; n� 2; . . . ; 1; 0; bn;n 6¼ 0; bn;nþ1 ¼ bn;nþ2 ¼ 0Þ. Man fin-
det damit

bn;n�1 ¼ �N þ nþ 1

2
bn;n

und

bn;k¼ð�1Þn�k ðn�1Þðn�2Þ���ðkþ1ÞðNþnþ1ÞðNþnÞ���ðNþkþ2Þ
2ðn�kÞ!ð2n�1Þð2n�2Þ���ðnþkþ1Þ

�bn;n ð4:10Þ
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ðk ¼ n� 2; n� 3; . . . ; 1; 0Þ, so dass folgende Lösungspolynome von
(4.7) entstehen:

ynðxÞ

¼
xþn�2

n

� �
þ
Xn
j¼1

ð�1Þj
Nþnþ1

j

� �
n�1

j�1

� �

2
2n�1

j�1

� � xþn�2�j

n�j

� �
8>>><
>>>:

9>>>=
>>>;
bn;n

ð4:11Þ

ðn ¼ 1; 2; . . .Þ und y0ðxÞ ¼ 1; diese werden mit bn;n ¼ n! monisch.
Wir geben die (monischen) Polynome ynðxÞ und ynðxþ 2Þ

ðn ¼ 1; 2; 3; 4Þ an:

y1ðxÞ ¼ x�N þ 4

2
;

y1ðxþ 2Þ ¼ x�N

2
;

y2ðxÞ ¼ x2 � ðN þ 4Þxþ ðN þ 3ÞðN þ 8Þ
6

;

y2ðxþ 2Þ ¼ x2 �Nxþ ðN � 1ÞN
6

;

y3ðxÞ ¼ x3 � 3

2
ðN þ 4Þx2 þ 1

10
ð6N2 þ 57N þ 122Þx

� 1

20
ðN þ 3ÞðN þ 4ÞðN þ 14Þ;

y3ðxþ 2Þ ¼ x3 � 3

2
Nx2 þ 1

10
ð6N2 � 3N þ 2Þx� 1

20
ðN3 � 3N2 þ 2NÞ;

y4ðxÞ ¼ x4 � 2ðN þ 4Þx3 � 1

7
ð9N2 � 81N þ 173ÞN2

� 1

7
ð2N3 þ 33N2 þ 161N þ 244Þx

þ 1

70
ðN þ 3ÞðN þ 4ÞðN þ 5ÞðN þ 22Þ;

y4ðxþ 2Þ ¼ x4 � 2Nx3 þ 1

7
ð9N2 � 3N þ 5Þx2 �N

7
ð2N2 � 3N þ 5Þx

þ N

70
ðN3 � 6N2 þ 11N � 6Þ:
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Man beachte, dass im konstanten Glied von ynðxþ 2Þ ðn ¼ 1; 2; 3; 4Þ
nur Potenzen von N vorkommen.

Die (monischen) Lösungspolynome (4.11) betrachten wir im
Hinblick auf die Orthogonalität in der Form

ynðxþ 2Þ ¼
Xn
j¼0

�n;kðxþ 2Þk ðn ¼ 0; 1; 2; . . . ; �n;n ¼ 1Þ: ð4:12Þ

Zur Berechnung der dreigliedrigen Rekursion2

y0ðxþ 2Þ ¼ 1;

y1ðxþ 2Þ ¼ xþ 2� c0;

ynþ1ðxþ 2Þ ¼ ðxþ 2� cnÞynðxþ 2Þ � dnyn�1ðxþ 2Þ ðn¼ 1;2;3; . . .Þ
ð4:13Þ

setzt man (4.12) in (4.13) ein und erhält durch Koeffizientenvergleich
bei ðxþ 2Þn und ðxþ 2Þn�1

c0 ¼��1;0;

cn ¼ �n;n�1 ��nþ1;n;

dn ¼ �n;n�2 ��nþ1;n�1 � c�n;n�1 ðn¼ 1;2;3; . . . ; �1;�1 ¼ 0Þ: ð4:14Þ
Zur Aufstellung der Rekursion genügen also�n;n�1 und�n;n�2. In diesem
Sinne werden die entsprechenden Koeffizienten aus (4.11) berechnet:

xþ n

n

� �
n!¼ ðxþ nÞðxþ n� 1Þ � � � ðxþ 1Þ

¼ xnþ nðnþ 1Þ
2

xn�1 þ nðn� 1Þðnþ 1Þð3nþ 2Þ
24

xn�2 þ � � � ;

ð4:15Þ

Xn
j¼1

ð�1Þ j
N þ nþ 1

j

� �
n� 1

j� 1

� �

2
2n� 1

j� 1

� � xþ n� j

n� j

� �
n!

¼ � nðN þ nþ 1Þ
2

xn�1 � n2ðn� 1ÞðN þ nþ 1Þ
4

xn�2 � � � �

þ nðn� 1Þ2ðN þ nÞðN þ nþ 1Þ
4ð2n� 1Þ xn�2 þ � � � : ð4:16Þ

2 Analog wie in [8] kann die Existenz einer dreigliedrigen Rekursion gezeigt werden.
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Damit entstehen

�n;n�1 ¼
nðnþ 1Þ

2
� nðN þ nþ 1Þ

2
¼�nN

2
ðn¼ 1;2;3; . . . ; �1;1 ¼ 1Þ

und

c0 ¼ ��1;0 ¼ N

2
;

cn ¼ �n;n�1 � �nþ1;n ¼ � nN

2
þ ðnþ 1ÞN

2
¼ N

2
ðn ¼ 1; 2; 3; . . .Þ:

ð4:17Þ
Ferner ergibt sich

�n;n�2 ¼ nðn� 1Þ
24ð2n� 1Þ f6ðn� 1ÞN2 � 6N þ ðn� 2Þðnþ 1Þg

ðn ¼ 1; 2; 3; . . . ; �1;�1 ¼ 0Þ
zur Berechnung von

dn ¼ �n;n�2 � �nþ1;n�1 � cn�n;n�1

¼ � n

4ð4n2 � 1Þ
�
ðn� 1Þ2ð2nþ 1ÞN2 � ðn� 1Þð2nþ 1ÞN

þ 1
6
ðn� 2Þðn2 � 1Þð2nþ 1Þ � nðnþ 1Þð2n� 1ÞN2

þ ðnþ 1Þð2n� 1ÞN � 1
6
ðn2 � 1Þðnþ 2Þð2n� 1Þ

�
þ nN2

4

¼ n

4ð4n2 � 1Þ fð�4n2 þ nþ 1ÞN2 þ 2nN � nðn2 � 1Þg þ nN2

4

¼ � nN2

4
þ n2ðN þ 1 � nÞðN þ 1 þ nÞ

4
þ nN2

4

¼ n2ðN þ 1 � nÞðN þ 1 þ nÞ
4ð4n2 � 1Þ ðn ¼ 1; 2; 3; . . .Þ: ð4:18Þ

Nun wird die mit dem Satz von Favard zusammenhängende
Theorie für positiv definite (endliche) Orthogonalsysteme herangezo-
gen [8].

Man erkennt, dass die dn für n ¼ 1; 2; . . . ;N positiv sind, während
dNþ1 ¼ 0 ist, so dass nur ein endliches positiv definites Orthogo-
nalsystem mit N þ 1 Polynomen entstehen kann. Für die (positiven)
Normierungsfaktoren �n ¼ d0d1 � � � dn mit

d0 ¼
XN
x¼0

y0ðxÞ ¼ N þ 1
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ergibt sich

�n ¼
N þ 1 þ n

2nþ 1

� �
ð2nþ 1Þ!

4n

Yn
k¼1

k2

4k2 � 1

ðn ¼ 1; 2; . . . ;N; �0 ¼ N þ 1Þ; ð4:19Þ

also hat man für die Polynomlösungen ynðxþ 2Þ von (4.7) die
Orthogonalitätsrelation

XN
x¼0

1 � ynðxþ 2Þ � ymðxþ 2Þ

¼

0 f€uur n 6¼ m;

N þ 1 þ n

2nþ 1

� �
ð2nþ 1Þ!

4n

Yn
k¼1

k2

4k2 � 1
f€uur n ¼ m ð6¼ 0Þ

N þ 1 f€uur n ¼ m ð¼ 0Þ

;

8>>><
>>>:

ðn;m ¼ 0; 1; . . . ; NÞ: ð4:20Þ
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