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Abstract
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Nach den Untersuchungen von Differentialgleichungen vierter
Ordnung auf (positiv definite) orthogonale Polynomlosungen durch
H. L. KrRALL [1, 2], A. M. KRALL [3, 4], EVERITT [5] und LESKY
[6, 7] ist es naheliegend, auch Differenzengleichungen vierter
Ordnung auf (positiv definite) orthogonale Polynomlosungen zu
untersuchen. In [1-7] sind folgende Polynomsysteme dargestellt:
Hermite, Laguerre, Jacobi, Laguerretyp, Legendretyp, Jacobityp
(unendliche Systeme) und Romanovski-Jacobi, Romanovski-Bessel,
Romanovski-Pseudojacobi (endliche Systeme, [8]). Die Systeme
Hermite, Laguerretyp, Legendretyp und Jacobityp zeichnen sich
dadurch aus, dass sie iiber dreigliedrige Rekursionen fiir die
Polynomkoeffizienten entstehen (Hermite und Laguerretyp als sym-
metrische Polynome). Hier erfolgt eine entsprechende Untersuchung
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von Differenzengleichungen vierter Ordnung iiber dreigliedrige
Rekursionen fiir die Polynomkoeffizienten.

1. Polynomlosungen von linearen homogenen
Differentialgleichungen vierter Ordnung

Fiir die Polynomlosungen y,(x) vom n-ten Grad in x (n = 0,1,2,...)
der Differentialgleichung

P4 ()" (x) + Py(x)yl) (x) + P (x)yl(x) + P1(x)Y,(x) = Ay, (%)
(1.1)

zeigt der Ansatz
n xk
yn(x):;an,kﬂ (n=0,1,2,...; a,, #0), (1.2)

dass fiir die Koeffizienten von (1.1) nur Polynome

2 3 4
P4(x) = €40 T 41X + eq2X" + e43X + eq4x,

Pi(x) =eio+enix (1.3)

in Frage kommen. Nach dem Einsetzen von (1.2) in (1.1) liefert der
Koeffizientenvergleich bei x"/n! die Eigenwerte

M=n{ei1+(n—1exns+ (n—1)(n—2)ess
+(n—1)(n—2)(n—3)ess} (n=0,1,2,...). (1.4)

Der Koeffizientenvergleich bei x* /k! liefert

(k—n)ey1an + €1 0anis1 + (k—n)(k+n—1)ersani +kesianps
+ e20an k12 + (k —n)[k* +kn+n* — 3(k +n) + 2]es 30,4
+k(k — 1)espanpi1 +kesanpio + €300n 443
+ (k—n) [ +Kn +kn* +n® — 6(k* +kn+n*) + 11(k +n) — 6]
eqalny +k(k—1)(k—2)eszanpr1+k(k —1)esranpia

+ kes 1an 13 + € 0ank+4 = 0. (1.5)
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Zur Erhohung der Ubersichtlichkeit wird (1.5) noch folgendermafen
umgeordnet:

ani(k —n){ers + (k+n—1)ess + [ +kn+n> = 3(k+n) +2]es 3
+ [ +En+kn* +n° —6(kK* +kn+n?) +11(k +n) — 6]ess}
+apps{ero +kext +k(k— ess +k(k — 1) (k—2)ess}

+ angsa{ero +kesy +k(k —1)es} + anpia{eso+kesy}
+ ayjraes9 =0 (1.6)

(k =n,n— 17 cee lao;an,n 7& Oaan,n—H = App+2 = App+3 = Apptd = O)
Die folgenden vier Fille entstehen mit der Dreigliedrigkeit von (1.6):
Hermite:
eso=1,e41 =esp =es3 =142 =0, €31 = 2e(c €R\{0}),
e0=e3p=e33=0, e29 =2e7(TER), 2y = 4e%, €31 =0,
e1) =4e*(t— 1), e1p (symmetrisch).
Laguerretyp:
esp =15 e40=es1 =es3=e44=0;e31 =4, €35 =2;
eso=e3=0e1 =v+4(VER), €22 =1; €30 =0;
€10 =vV— 2, € =v.
Legendretyp:
es0=1,e40=-2, e4s =15 41 =e43=0; €31 = =8, €33 =38;
esp=e3p=0; e20=—4(t+3)(1€R), exp =4(t + 3); €21 = 0;
e11 =8t e10=0 (symmetrisch).
Jacobityp:
esp=1,e43=—-2,e44=1;e10=e41 =0;
e31=4,e30=-2(r+4)(reR), es3 =2(r +2); e30 = 0;
er1 = —r(f+4)(fER), 20 =r(r+f+3); 20 =0;
ero=r(2—f), e =r(rf —2).

Bei den Systemen Laguerre, Jacobi, Romanovski-Jacobi, Romanovski-
Bessel und Romanovski-Pseudojacobi bleiben in (1.6) fiinfgliedrige
Koeffizientenrekursionen bestehen.
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2. Polynomlosungen von linearen homogenen
Differenzengleichungen vierter Ordnung

Fiir die Polynomlosungen y,(x) vom n-ten Grad in x (n = 0,1,2,...)
der Differenzengleichung

Qa4 () A%y, (x) + Q3(x) A%y, (x) + Qa2(x) Ay, (x) + Q1 (x) Ay (x)
= ppyn(x+2) (2.1)
(Atyn[(ga) = yu(x+ 1) = yu(x); Ay, (x) = A(A 1y, (x))) zeigt der An-

- +k—2
)MmZE:m%X . ) (n=0,1,2,...; by, #0), (2.2)
k=0

dass fiir die Koeffizienten von (2.1) nur Polynome
Qu(x) = fao + faaX + faox® + fazx’ + faax®,
Q3(x) = f3o +fa1X + 20" + f335°,
Q2(x) = fop +fo1x + frox,
01(x) = fio +fi1x (2.3)

in Frage kommen. Vor dem Einsetzen von (2.2) in (2.1) erfolgen fiir
die Polynome (2.3) noch gewisse Vorbereitungen:

() =i (T ) 0T )

(r=1,2,3,4);
(X tk=2 x+k—2>
=(k—s+2)(k—s+1
() s (G
x+k—-2
+(k—s+1)(5-2
wevevisaa34 )
+k—2
co-22() =2
— 8

f(x+k_2):4k—t+3xk—t+2xk—z+n<

x+k—2>
k—t

k—t+3
x+k—2)

+3@—t+ﬂ@—1+no_”<k—t+z

"Das ,,Storglied* fi,y, (x + 2) wird im Hinblick auf die Orthogonalitit verwendet.
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e a0 i(317)

+%2—N<x:i;2> s
o) (A

2= 1><k—2><k—3><x:f12>

s (1)

x+k—2 x+k—2
—15(k—3)< 3 >+16( 4 )

(2.4)
Ferner beachte man y, (x + 2) = A2y, (x) + 2Ay,(x) + y,(x), so dass
mit dem Ansatz (2.2)

x+k—2 x+k—2
y11x+2 ank< > 2ank< k—1 >
x+k—2
—%j{jbnk< > (2.5)

entsteht. Nach dem Einsetzen von (2.2) in (2.1) und Koeffizienten-

vergleich bei
x+n—2
(77

ergeben sich die Eigenwerte
tn=n[fir+n—=1fr+@n—1)(n—-2)f;
+(n—1)(n—2)(n—3) fas] (n=0,1,2,...). (2.6
Zum Aufbau der (zunichst fiinfgliedrigen) Rekursion werden die

vier Summanden von (2.1) untersucht, wobei auch das Storglied
Verwendung findet:

& k—2
[ fio+fiax] an,k<x—]:_ { )
= Z nk<x+f ! 2>[f1,0 +/11 +an.k<x+lli_2>kf1.,1;

k=0
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n k—2 n k—2
[0+ fax+fo2x] Zb””‘ <XJ1:_2 > ~Hn [an’k (x:—Z )

k=2

k—2 k—2
'+2§:bnk<x+l_1 ) <x+- )]
k—2 L k—2
—Zm(” ) Fro= ]+ b <x:_1 >[(k—l)fz,1
k=1

n k—2

+ (k—1)fa2 — 2] + an,k <x+ ' ) k(k—1)f22 — pinl;
=0

x+k—2>

[ﬁp+ﬁ¢xfﬁ}f+fmf]§:&m< (3
3

k—2
—ank<x;: 3 )fSO_f3,1+f3,2_f3,3]

n k—2
+ anc(x;: 5 >[(k—2) 31— (k=2)f32+ (k—2)f33]
k=2 -

b,,,k<x:k_2>(k— )k —2)fs2
k=1 —1

1 x+k—=2
+ bn,k< )k(k— 1)(](—2)](‘373;
k=0 k

_l’_

& xX+k—-2
[f4,0 +fa1x +ﬁ,2x2 +f4_3X3 +f4,4x4] an,k ( >
k=4

k—4

k—2
-—E:&m(x+ >.ﬁ0—2ﬁJ+4ﬁa—8ﬁ3+1@24

3 (-9 -39
+7(k—=3)faz—15(k—3)fa4]
+ank<”k 2) (k= 2)(k—3) a2 — 3k~ 2)(k—3)fay

+7(k—=2)(k—3)faa]+
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n

+§:aﬂ<x+k >Kk—U@—2Xk—$ﬂ3

k=1
—2(k=1)(k=2)(k=3)fad]

+ank(”k 2>k(k—1)(k—2)(k—3)f4,4. 27)

Jetzt ist erkennbar, dass man durch Ausschaltung der Glieder mit dem

Faktor
x+k—2 und x+k—2
k—3 k—4

zu einer dreigliedrigen Rekursion gelangen kann. Diese Ausschaltung
gelingt durch Erfiillung von

Bo=1—2+3;
a0 =2fa1 — Afan + 8faz — 16f44;
Jag = 3fa2 — Tfaz + 15f24. (2.8)

Auferdem ist noch eine Umformung der verbleibenden Binomial-
koeffizienten notig. Dazu berechnet man

<x+k—2>_<x+k—1> (x—i—k—Z)‘
k=1 ) \ k-1 k—2 )’
k—2 k k—1 k—2
X+ _ X+ s X+ 4 X+ (2.9)
k k k—1 k—2
und erhélt aus (2.7)
1 x+k—2
[fio +f1,1x]zbn,k< 1 )

n

—ank<x+ )kfl ! +ank<x+f; 1)

x+k—2
- y § b, fro—fir +kfiil;
[fio+fi1 f1,1]+k:2 ,k< b_2 )[ fio—fia+kfi1]
1 +k=2 n x+k—2
2 bn g - Mn bn
[fo0 +oax+f22x7] kE:Z L 0 ;:2 T R

n x+k—2 L x+k—2
+2;bn,k< 1 )+an,k( . >] =

k=0
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n k
— N b (x: ) (k= 1) fo2 — 1]
0

n (x—i—k—l

1 >[f2,1 — (2k—1)foo](k—1)

n k—2
+ bn,k<x: ) >[f2,o — (k= 1)+ fralk — 1)7;
-2 -

2 x+k—2
[fso+fax+fi2x" +f335] D buk < i—3 )
k=3 o

= ;Zobn,k<x:k>k(k— D(k—2)fs3

+ zn:bn,k (x:fz 1> [f32 = 2kf33](k—1)(k—2)

+ank<x+k 2>[f31—kf32+( —k+1)f33](k—2);

- x+k—2
[fao +farx+fa2x® +fa3x + faax’] Z by k < b4 )
k=4 -

n x+k
=Zb( e D2 (3

+ _ b,,,k<x;:i 1)[ 13— 2(k+ 1) faal(k— 1) (k—2)(k — 3)

+zn:bn <x+k 2) far—(k+2)fa3
[
+ (K +k+5) faa] (k—2)(k—3).

Nach dem Einsetzen von
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in die Differenzengleichung (2.1) entsteht insgesamt (man beachte
die Erfiillung von (2.8))

n k
an,k (x;: )‘{kfl,l +k(k—1)fon+k(k—1)(k—2)f33
=0

+k(k—1)(k—2)(k—3)faa— pn}
+ank(x+f 1){f1,o+f1,1—2kf1,1+(k—1)f2,1

—(k=1)(2k=1)f20+ (k= 1)(k=2)f32 = 2k(k—1)(k—2)f33
+k=1)(k=2)(k=3)faz—2(k=1)(k=2)(k=3)(k+1)fas}

n

k—2
+Ebnk(x+ ){ —fio—=fintkfii+Hho—(k=1)fa

+ (k= 1)’ho+ (k=2)*f1 —k(k=2)fs2+ (K —k+1)(k—2)f33
+(k=2)(k=3)fao— (k=2)(k—3)(k+2)fa3
+ (K2 +k+5)(k—2)(k—3)f13} =0. (2.10)

Der Koeffizientenvergleich bei

x+k
k
liefert eine dreigliedrige Rekursion fiir die b, ;:

busdk[fia+ (k=1 oo+ (k—1)(k—2)fs3+ (k—1)(k—2)(k—3)fs]
—n[fiitm—1fia+n-1)(n-2)f3
+(n—1)(n—=2)(n=3)faa]} +buxs1{fio+fig —2(k+1)fi,
+kfo1 —kQk+1)foo+ (k—1)kfs2—2(k—1)k(k+1)f33
+(k=2)(k—1)kfas —2(k—2)(k— D)k(k+2)fa4}
+bppo{—fio—fii+k+2)fi1+f0— (k+1)f21
(k4120 + K2 fs —k(k+2)fs0 + (K + 3k +3)kfs 3
+ (k= Dkfan— (k—1)k(k+4)fa3
+ (K +5k4+11)(k—1)kfs4} =0 (2.11)

(k =nn-— 17 SRR} 17()’ bn,n 7é 07 bn,n—H = bn,n+2 = 0)
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3. Orthogonalitit fiir Polynomlosungen
von linearen homogenen Differenzengleichungen
vierter Ordnung

In der Differenzengleichung (2.1) setzt man zweckméBig

Q4(x) = o(x +4),
03(x) = 7(x + 3),
Q2 (x) = p(x +2),
O1(x) = ¥(x+1) (3.1)

und multipliziert mit w(x + 2):

w(x 4+ 2)o(x 4+ 4) A%y, (x) + w(x 4+ 2)7(x + 3) A%y, (x)
+w(x 4+ 2)p(x + 2) A%y, (x) + w(x + 2)pp(x 4+ 1) Ay, (x)
=wx+2)yu(x+2) (n=0,1,2,...). (3.2)

Wird w so bestimmt, dass die selbstadjungierte Form

AH{w(x)o(x +2)A%,(x)} + A{wlx + Dp(x + 1)
— A% (w(x = Do(x+ 1)) Ay, (x + 1)}
= w(x + 2)paya(x +2) (33)

aus (3.2) entsteht, dann kann damit die Orthogonalitit der Polynom-
16sungen y, beziiglich der Gewichtsfunktion w erreicht werden.

_ Zuerst bringt man die Differenzengleichungen (3.2) und (3.3) zur
Ubereinstimmung. Unter Verwendung der Produktregeln

Alf(x)g(x)] = f(x + 1)Ag(x) + g(x) Af (x), (3.4)
AP[f(x)g(x)] = f(x + 2)A%(x) + 2(Af (x + 1)) Ag(x) + g(x) A% (x)
(3.5)

berechnen wir
A w(x)o(x +2)A%,(x)} = w(x +2)o(x + 4) A%y, (x)

+ 2(Aw(x 4 1)o(x + 3)]) Ay, (x)
+ (A’ [w(x)o(x + 2)]) A%y,(x),
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und mit Verwendung von Ay,(x + 1) = A2y, (x) + Ay,(x) entsteht

Afw(x + Dp(x+ 1) = A% (w(x = Do(x+ 1))][A%(x) + Aya(x)]}
= [w(x +2)¢(x +2) = A% (w(x)o(x + 2))][A%ya(x) + A%y, (x)]
+ (Al + Dp(x +1) = A*(w(x — Do(x + 1)) [A%a(x)
+ Aya(x)]
= [w(x +2)ip(x +2) = A%(w(x)o(x +2))]A%n(x)
+ {w(x +2)p(x +2) — A2 (w(x)o(x + 2))
+ AW+ Dl + 1) = A%(wlx — Do(x + 1)} A%, (x)
+ (Aw(x + Do+ 1) — A% (w(x — Do(x + 1)) Ay, (x).
Beide Ergebnisse werden zusammengefasst:
AH{w(x)o(x +2) A%, (%)} + A{w(x + De(x + 1)
— A (w(x = Do(x +1))]Aya(x + 1)}
= w(x +2)o(x + 4) A%, (x) + [w(x +2)(x +2)
+w(x +2)o(x +4) —wx)o(x + 2)] Ay, (x)
+2w(x +2)p(x+2) —wx+ De(x + 1) —w(x +2)o(x +4)
+3wx+ 1)o(x+3) = 3w(x)o(x + 2)
+w(x — Do(x + 1)]A%,(x) + [w(x +2)e(x +2)
—wx+Dex+1) —wx+2)ox+4) —3w(x+ 1)o(x+3)
+3wx)o(x +2) + wx — o(x + 1)] Ay, (x).
Der Vergleich mit der Differenzengleichung (3.2) fiihrt bei A3y, (x) auf
wx+2)[px+2)+ox+4) —7(x+3)] =wkx)o(x+2), (3.6)
withrend der Vergleich bei A%y, (x) auf

Aw(x + Do(x + 1)] — A3w(x — 1o(x+1)] =0 (3.7)
fiihrt. Somit liefert der Vergleich bei Ay, (x)
wx+2)p(x+1)=0. (3.8)

An die Stelle der Pearsonschen Differentialgleichungen [6] treten die
Differenzengleichungen (3.6), (3.7) und die Forderung ¥ (x + 1) =0
(fio=,fig =0). Wird w aus (3.6) und (3.7) bestimmt, dann kann
an die Stelle der Differenzengleichung (3.2) mit ¢(x + 1) = 0 deren
selbstadjungierte Form (3.3) treten.
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Fiir die Orthogonalitdt der Polynomlsungen y,(x) beziiglich w als
Gewichtsfunktion multipliziert man die zu n gehdrende Differenzenglei-
chung (3.3) mit y,,(x + 2) und die zu m gehorende Differenzengleichung
(3.3) mity,(x + 2)(n,m = 0, 1,2, ...) und erhélt nach deren Subtraktion

(ki = pim )W (X + 2)yn (x + 2)ym(x + 2)
= (AH{w(x)o(x +2)A%,(x)} + A{w(x + De(x + 1)
— A% (w(x — Do(x+ 1)) Ay, (x + 1)} )ym(x +2)
— (A {w(x)o(x +2)A%n(0)} + A{w(x + Dp(x + 1)

— A?(w(x — Do(x 4+ 1)]Ayu(x + 1) })ya(x + 2). (3.9)
Wendet man die partielle Summation
fo+ )Ag(x) = N Zg (X)Af(x)  (3.10)

—A
(N=B—-AeN;A— —oo und B — oo moglich)
und die Produktregel (3.4) auf Teile von (3.9) an, so entstehen

> (AHw(x)o(x +2)A%,(x)}ym(x +2)

x=A

KA{W( ) (x+2)A2yn( )}))’m(X-i- 1)]B+1
- Z Aw(x)olr +2) A%, (0)}) Ay (x + 1)

- KA{W( ) (x+2)A2yn( )})ym(x—i— 1)]B+1
[{W( Yo (X+2)A2yn( )}Aym(x)]BH

+Z{w X+ 2)A%, (x) A%, (1)} (3.11)

und
B

S (A{w(x+ Delx+ 1) = A2(w(x — Do(x + 1))]

x=A
' Ayn(x + 1>})ym(x + 2)
= [{wlr+ Dplx + 1) = A%(w (x—l) (x+1))]

Ayu(x+ 1) bym(x BH Z{ +1)

Al — o+ D) Asa(o+ D} Asm(r 1), (312)
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Hier wird klar, warum im Storglied der Differenzengleichung (2.1)
yn(x +2) verwendet wurde: Zieht man entsprechend (3.9) noch die
mit m und n vertauschten Teile ab und summiert von A bis B, dann
entfallen beziiglich (3.11) die Summen

Z{w o(x +2) A%y, (x) Ay, (x)}

und beziiglich (3.12) die Summen

B

Z{[w(x—i—l)cp(x—i—l) —A?(w(x—1)o(x+1)]Ay,(x+ 1)} Ay, (x+1).

Somit ergibt sich schlieBlich

(1t = p1m) D W+ 2)yn(x + 2)ym(x + 2)
x=A

= [(A{w(x)o(x +2) A% ()} )ym(x + 1)
— {w()o(x +2) A% () Ay (x) + ({wlx + Dep(x + 1)
= A’(wlx = Dol + D))} Aya(x + D)ymx + DI (3.13)

oder noch in einer anderen Form

B

(1 = i) D W+ 2)yu(x +2)ym (x +2)
x=A

:[{W(X+1)<p(x+1) wlx—1Do(x+ 1)} (Ay(x+1))ym(x+1)
+w(x)o(x+2){2[Ay (0)]ym (x + 1) + [A%y,(0)[ym(x)}
+w(x+ 1o(x+3)[A%y,(x) = Aya(x+ D]ym(x+ DI

(3.14)

Liegt die Verschiedenheit der Eigenwerte u, vor, dann hat man
Orthogonalitdt der Polynomldsungen y,(x +2) von (2.1) beziiglich
w(x + 2), wenn rechts vom Gleichheitszeichen in (3.13) bzw. (3.14) fiir
n # m null entsteht (wegen ¥(x + 1) = fi o + fi,1x gilt po = 1 =0,
worauf bei der Orthogonalitit geachtet werden muss). Das bedingt
gewisse Eigenschaften von ¢ und ¢ in den ,,Randpunkten‘‘ A und B.
Selbstverstindlich sind auch A — —oo und B — oo moglich, wenn w
die erforderlichen Konvergenzeigenschaften erzeugt.



154 P. A. Lesky

Zur Erreichung der Orthogonalitit auf {A,A+1,...,B—1,B}
miissen ¢(x + 1), o(x + 1), o(x + 2) und o(x + 3) so gewihlt werden,
dass einerseits

wx+ De(x+1) —wx —1)o(x+ 1),
w(x)o(x+2)
und
w(x+ o(x + 3) (3.15)

fiir x=A und x=B+1 W=B—-AeN;A— —oc0 und B—
moglich) null sind, andererseits die beiden Differenzengleichungen
(3.6) und (3.7) und ¥(x + 1) = 0 gelten.

4. Behandlung eines endlichen Spezialfalles

Es wird der einfachste Fall mit w(x) = 1 und Orthogonalitit auf
{0,1,...,N} (A =0, B = N) behandelt. Zunéchst wihlt man o derart,
dass o(x + 3) und o(x + 2) fiir x = 0 und x = N + 1 null werden:

ox+4)=x+1)x+2)x=N)x-=N+1)
=x* 422 = N)x* + (N* = IN + 5)x*
+ (3N* — 7N 4 2)x +2N(N — 1);
ox+3)=x(x+1)(x—N—-1)(x—N)
=x* —2Nx* + (N> =N — 1)x*> + N(N + 1)x;
ox+2)=x—-—1x(x—N-=-2)(x—N—1)
=x* =22+ N)xX> + (N* + 5N + 5)x* — x(N + 1)(N +2);
ox+1)=x-2)x—1)x—N-=3)(x—N—2)
=x* = 2(4 + N)x* + (N* 4 11N + 23)x?
— (3BN? + 19N + 28)x + 2(N + 2)(N +3). (4.1)
Damit liegen die Koeffizienten von Q4(x) aus (2.3) fest:
Jao =2N(N — 1),
far=(N-2)3N —1),
fiz=N*—7N+5,
fa3=2(2=N), faa=1. (42)
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Mit diesen Koeffizienten sind die zweite und dritte Bedingung aus
(2.8) erfiillt:

fao —2fa1 +4far — 8fa3 + 16f44
= 2N? —2N — 6N? + 14N — 4 + 4N?> — 28N
+20—32+ 16N + 16
— 07
Jag = 3fap +Tfaz — 15014
=3N?>—7N+2—3N?>+4+2IN—15428 — 14N — 15 =0.

Im néchsten Schritt berechnen wir o(1) =2(N +2)(N + 3) und
o(N +2) =2(N — 1)N, setzen p(x + 1) = ax? + Bx + v und haben
o(1)=+ und @(N+2)=a(N+1)>+3(N+1)+~. Im Sinne
von (3.15) miissen die Gleichungen
(p(1) —o(1) =) T—2(N+2)(N+3)=0,
(p(N+2)—0(N+2)=) a(N+1)*+B(N+1)+7—2(N—1)N=0
gelten; daraus folgeny = 2(N 4+ 2)(N +3)und (N + 1) + 5 = —12.
Ferner mufl die Differenzengleichung (3.7) erfiillt werden.

Dazu berechnen wir Ap(x + 1) =2ax+ a + 8 und Ado(x + 1) =
12(2x — N — 1) und haben fiir (3.7)

(Ap(x+1)—Ao(x+1)=) (Qa—24)x+a+p+12(N+1)=0.

Das liefert &« = 12 und 3 = —12(N + 2) (im Einklang mit o(N + 1)
+ 8 = —12), so dass sich

o(x+1) = 12x* — 12(N + 2)x + 2(N + 2)(N + 3)

und
o(x +2) =124 — 12Nx + 2N(N — 1) (4.3)
ergeben. Damit liegen die Koeffizienten von Q;(x) aus (2.3) fest:
fro=2N(N—-1), 1 =—12N,
fro=12. (4.4)

Es bleibt die Erfiillung der Differenzengleichung (3.6), wobei 7(x + 3)
festgelegt wird:

Tx+3)=px+2)+ox+4)—o(x+2)
=8x" — 12(N — 1)x* + 4(N* —4N + 1)x + 4N(N — 1).
(4.5)
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Damit liegen die Koeffizienten von Qz(x) aus (2.3) fest:
fr0=4N(N —1),
f1 =4(N* —4N + 1),
Sz =—12(N 1),
f23=8. (4.6)
Mit diesen Koeffizienten ist die erste Bedingung aus (2.8) erfiillt:
f0—fi1+fo—fr3 =4N* —4N —4N? + 16N —4 — 12N + 12 — 8
=0.

Wegen 9(x + 1) = 0 liegen noch f; o = f;1 = 0 fest.
Damit liegt folgende Differenzengleichung vierter Ordnung vor:

2N(N — 1)+ (N —2)(3N — 1)x+ (N> = TN + 5)x* = 2(N — 2)x’
+ x* A%y, (x) + [AN(N — 1) +4(N* —4N + D)x — 12(N — 1)x*
+ 8x°| A%y, (x) + 2N(N — 1) — 12Nx + 12x*] A%y, (x)
= pnyn(x +2) (4.7)
mit
pn = (n—Dn(n+1)(n+2) (n=0,1,2,...).
Die dreigliedrige Rekursion (2.11) erhélt folgende Gestalt:
bui{(k — Dk(k 4 1)(k +2) — (n — Dn(n + 1)(n +2)}
—bys12k(k+ 1)(k+2)(N +k+2)
F bppia(k+ 1)k +2)(N+k+2)(N+k+3)=0 (4.8)
(k=nn—1,n—2,...,1,0; by # 0, byps1 = bypia =0).

Zur Berechnung der b, ist noch folgende Umformung der Rekursion
zweckmaBig:

(n—k)(n—k+ Dnn+1)+ (k—1)(k+2)|bys + (k+1)(k +2)
(N +k+2)[2kbyj1 — (N +k +3)bnjsa] =0 (4.9)

(k=nn—1,n—-2,...,1,0; byy # 0,byn41 = bppy> = 0). Man fin-
det damit

by = — L,
und
bup=( 1),1,k(n—1)(n—2)---(k+1)(N+n—|—1)(N—i—n)---(N+k—|—2)
nk—\

2(n—k)!2n—1)2n—-2)---(n+k+1)
X by (4.10)
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(k=n—-2,n—-3,...,1,0), so dass folgende Losungspolynome von
(4.7) entstehen:

Yu (%)

N N+n+1\ /n—1 .
(g (z<én1>)<“>(”if Oy
j—1

(n=1,2,...) und yo(x) = 1; diese werden mit b, , = n! monisch.
Wir geben die (monischen) Polynome y,(x) und y,(x+2)
(n=1,2,3,4) an:

(4.11)

n) =x= 222,
yi(x+2) :X—%V;
yz(x>=x2—<N+4>x+w,
y2(x+2) = x? —Nx+7(N_61)N;
yi(x) =x —%(N +4)x +1—1O(6N2 + 57N +122)x
—2—10(N+3)(N—|—4)(N+ 14),
y3(x+2) =2 —%Nx2+1—10(6N2 —3N—|—2)x—%(N3 — 3N? +2N);

1
ya(x) =x* —2(N +4)x° — 5 (ON? — 81N + 173)N?

1
- (2N? +33N? + 161N + 244)x

+%(N+3)(N+4)(N+5)(N+22),

1 N
ya(x +2) = x* — 2N —i-?(9N2 — 3N +5)x* — 7(2N2 —3N+5)x

N
+%(N3—6N2+11N—6).
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Man beachte, dass im konstanten Glied von y,(x +2) (n =1,2,3,4)
nur Potenzen von N vorkommen.

Die (monischen) Losungspolynome (4.11) betrachten wir im
Hinblick auf die Orthogonalitit in der Form

Yu(x+2) = Zankx—l—2 (n=0,1,2,...; @y, =1). (4.12)

Zur Berechnung der dreigliedrigen Rekursion®
yolx+2) =1,
yi(x+2)=x+2-co,
Yur1(x+2) = (x+2—cp)yn(x+2) —dpyn1(x+2) (n=1,2,3,...)
(4.13)

setzt man (4.12) in (4.13) eln und erhilt durch Koeffizientenvergleich
bei (x +2)" und (x+2)""

Co = — 1,0
Cn = CQpp—1 — Opt1n;
d, = Appn—2 — Oppin—1 — COpp—1| (I’l = 1727 37 N I O) (414)

Zur Aufstellung der Rekursion geniigen also o, ,—1 und o, ,—>. In diesem
Sinne werden die entsprechenden Koeffizienten aus (4.11) berechnet:

<x+”>n! — (rbm)(rbn—1)- (1 +1)

_a nntl) o nn—1)n+1)GBn+2) , .,
=x + 7 + o X0 Ty
(4.15)
i N+n+1 n—1
”(_1)( j ><j—1) x+n—jy
=1 2<2n—1> < n—j )n.
j—1
_ n(N+n+1l) . wPm-DN+n+1) .,
=T - ; _
nin—1*N+n)(N+n+1) ,_,
4@ 1) T (4.16)

2 Analog wie in [8] kann die Existenz einer dreigliedrigen Rekursion gezeigt werden.
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Damit entstehen
nn+1) n(N+n+1) nN

Qyp1 = > > == (n=123,..;a1;=1)
und
00:—041.,0257
nN (n+1)N N
n—=@n-1—"0Cptln=""7F T 5~  —~H :1727 yre)e
Cn = Qup—1 — Qi1 > T 2 (n 3,...)
(4.17)
Ferner ergibt sich
nn—1) 5
n,n— =———"{6(n—1)N"— 6N -2 1

(n=1,2,3,...; ;-1 =0)
zur Berechnung von

dn = Opp—2 — Qpylpn—1 — CnQpp—1
n 2 2
= An—-12n+1)N* -~ (n—1)2n+ 1)N
4(4”2— 1){(” ) ( n+ ) (n )( n+ )
+in—-2)* —1)(2n+1) —n(n+1)(2n — 1)N?
10,2 nN?
+(n+1)(2n— 1N —1tn —1)(n+2)(2n—1)}+T
n nN?
= {(—4? N? + 20N — n(n* — 1)} +——
4(4n2—1){( n-+n+ 1)N-+2nN — n(n )+ )
__n_l\fz+n2(N+1—n)(N+l+n)+n_]\72
4 4 4
AN+1—n)(N+1
WAL= ELEn) s, (4.18)

4(4n%> — 1)
Nun wird die mit dem Satz von Favard zusammenhingende
Theorie fiir positiv definite (endliche) Orthogonalsysteme herangezo-
gen [8].

Man erkennt, dass die d,, firn = 1,2,..., N positiv sind, wihrend
dyy+1 = 0 ist, so dass nur ein endliches positiv definites Orthogo-
nalsystem mit N + 1 Polynomen entstehen kann. Fiir die (positiven)
Normierungsfaktoren o, = dopd, - - - d, mit

N
dy = Zyo(x) =N+1
x=0
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ergibt sich

(N4 1+n\ 2o+ Dy K
=\ 2n+1 4 g
(n=1,2,...,N; 00 =N+ 1); (4.19)

also hat man fiir die Polynomldsungen y,(x+2) von (4.7) die
Orthogonalitdtsrelation

D Lya(x+2)  ymlx+2)
x=0

0 fir n # m,
N+1+n\2n+DI{ £
_ Fiir 1 — 0
< 2n+ 1 ) 4n ,le_l ir = m (#0),
N+1 fir n =m (=0)
(n,m=0,1,...,N). (4.20)
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